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neas mas importantes por varias razones. se ha aplicado con gran éxito en

laformalizacion delamayoriade lasteorias mateméticas, existen paraella
calculoscompletosy correctos (véaselaseccion 1), loslenguajesde primer orden
son los més versétiles puesto que tienen suficiente capacidad expresiva para dar
cuenta de una gran cantidad de inferencias correctas (es decir, tienen una buena
teoria) y, a mismo tiempo, sus caracteristicas sintacti cas|oshacen muy manegjables
para hacer un andlisis detallado de ellosy obtener teoremas muy Utiles acerca de
ellos (es decir, admiten una muy buena metateoria).

Muchos de |os teoremas clasicos de lal6gica clésica de primer orden pueden
ser interpretados de dos maneras, generalmente opuestas: se pueden ver como
riquezade estructuras (model 0s) 0 como pobrezaen € poder expresivo del lenguaje.
El objetivo de este articulo es estudiar tres teoremas clasicos de la l6gica de
primer orden: |os teoremas de compacidad, de L dwenheim-Skolem y de Morley
desde este Ultimo punto de vista. Explicaré que interpretar de estamaneraaestos
teoremas no solo hace més comprensiblelaintroducci6n de nuevos conceptosy la

I aldégica clasicade primer orden es unade las teorias | 6gicas contempora-
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pertinenciade ciertas preguntas metatedricas, sino que ademas sirve paraapreciar
en toda su potencia uno de los aspectos mas importantes de los lengugjes de
primer orden, a saber, que representan € justo medio entre unateoriamuy ricay
una metateoria espléndida que permite solucionar, en buena medida, sus limita-
Ciones expresivas.

Laestructura de este articulo esla siguiente: en la primera seccion se definen
los lengugjes de primer orden, la clase de estructuras adecuadas para ellos y la
nocién de verdad de Tarski, se analizan los enfoques sintactico y semantico para
lalégicay se discuten brevemente |os metateoremas de correccién y completud
para estaldgica. En la segunda se comentan algunos resultados que son los que
generalmente se plantean como resultados limitativos para la [6gica de primer
orden, y que si lo son, pero pensando en laldgica sintacticamente. En latercera,
sediscute el problemade ladefinibilidad de unaclase de estructuras. Lacuartase
dedica a teorema de compacidad, se ve cédmo puede ser interpretado como un
teorema que expresa una limitacién expresiva de los lenguajes de primer orden.
La quinta seccion esta dedicada al teorema de L6wenheim-Skolem. En |a sexta,
seanalizan posibles soluciones sintacticas (esdecir, considerando lengugjes distintos
alos de primer orden) para subsanar las deficiencias expresivas de los lenguajes
de primer orden. La siguiente seccién esta dedicada a teorema de Morley. Por
ultimo, sedaun panoramadelos Ultimos avances de lateoriade modelosy algunos
problemas por resolver, siempre desde este punto de vista de usar herramientasy
conceptos metatedricos parasuplir las deficiencias del lenguaje.

81. LENGUAJES DE PRIMER ORDEN

Los lenguajes de primer orden son lenguajes formales para hablar acerca de los
objetos de un dominio dado. Este dominio esun conjunto no vacio y puedevariar,
no estafijo de antemano. Hablar delosobjetosdd dominio significaafirmar o negar
gue tengan ciertas propiedades o que estén 0 no estén en determinadas relaciones
entreelos. Paralapredicaci 6n de propiedades se utili zan predi cados con un nimero
finito de argumentos (laaridad del predicado), para nombrar alos elementos del
dominio seutilizan las constantesindividual es, |os simbol os funcional es, también
con aridad finita, representan funcionesen e dominio (estos simbol os son necesarios
cuando se trata de axiomatizar teorias matematicas). Generalmente se distingue
un predicado binario para representar a la relaciéon de igualdad, aunque no es
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estrictamente necesario; loslenguajes quelo tienen sonlosllamados lenguagjes de
primer orden con igualdad. Més especificamente, un lenguaje de primer orden
conigualdad constade los siguientes simbolos:

1. Un conjunto alo mas numerable {P,, ..., P, ... } de predicados de aridad
finita

2. Un conjunto alo mas numerable{f , ..., f , ...} desimbolosfuncionalesde
aridad finita.

3. Un conjunto alo masnumerable{c,, ..., C, ...} deconstantesindividuales.

4. Unsimbolo deigualdad: =.

5. Un conjunto infinito numerable{x,, ..., X , ... } devariablesindividuales.

6. Conectivoslogicos: —, A, v, —, <.

7. Cuantificadores: v, 3.

8. Simbolos de puntuacion: (, ).

Este es el esquemageneral de un lenguaje de primer orden con igualdad. Los
primerostres grupos de simbol os son losllamados simbolosno | 6gicosy varian de
lenguaje alenguaje, pueden incluso ser vacios. El simbolo delaigualdad siem-
pre esté presente y siempre debe ser interpretado como la relacion de igualdad
entre los elementos del conjunto. L os Ultimos cuatro grupos de simbol os son los
Ilamados simbol os1dgicosy estan presentesen cual quier lenguaje de primer orden.
Es posible tener conjuntos infinitos no numerables de predicados, simbolos
funcionales y constantes individuales, pero en lo que sigue siempre supondre-
mos que el conjunto de todos los simbolos de cualquier lenguaje es numerable.
Esto no afectala generalidad de las afirmaciones, solo ssimplificalos enunciados
de algunos teoremas, como el de L 6wenheim-Skolem.

Lasreglas de formacién paralos lenguajes de primer orden se dan de manera
recursivaen dos etapas. primero, se definen lostérminos, que son las expresiones
del lengugjeformal que denotanindividuosdel dominioy, posteriormente, sedefinen
las formulas bien formadas, que son las expresiones del lenguaje formal que
denotan proposiciones acercadelosindividuosdel dominio. Esimportante sefial ar
gue hay dos tipos de formulas: aquellas que tienen variables libres, es decir,
variables que no estan af ectadas por ningun cuantificador (férmulas abiertas) y
aguellas cuyas variabl es estén todas ligadas por algiin cuantificador (enunciados
o formulas cerradas).
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Cadalengugje de primer orden determina ala clase de todas las estructuras ade-
cuadas para ese lengugje. S L es un lengugje de primer orden, una estructura A
adecuadapara L (también [lamada L-estructura), consta de un conjunto no vacio A,
gue se denominael dominio o universo de laestructura. Cadasimbolo no 16gico de
L debe tener un significado preciso en la estructura: cada constante individual
deberaser interpretadacomo un elemento del conjunto A, cadasimbolo predicativo
como una relacion entre elementos de A de la aridad correspondiente y cada
simbolo funcional como unafuncién en A delaaridad correspondiente también.

Si A esunaestructuraadecuadaparael lenguaje L, se puede definir de manera
rigurosa lo que quiere decir que un enunciado de L seaverdadero en A. Esto se
hace de manera recursiva'y no daré aqui la definicion formal. Conviene notar
que una formula abierta no tiene un valor de verdad fijo en la estructura A, su
valor de verdad depende del significado que se les asigne a las variables que
aparecen libresen laférmula, sin embargo, si laférmulaesun enunciado, tieneun
valor de verdad fijo en cada L-estructura.

Cuando un enunciado esverdadero en unaestructura, sedice que laestructura
es un modelo del enunciado. Andlogamente, Si en una estructura son verdaderos
todos los enunciados pertenecientes a un conjunto de enunciados dado, se dice
gue la estructura es model o del conjunto de enunciados.

Con estos elementos se puede hacer un estudio semantico de lalégica. Se
clasifica alos enunciados en universalmente validos (verdaderos en todas las
estructuras para L), contradictorios (falsos en todas las L-estructuras) y
contingentes (que no son ni contradictorios ni universalmente vaidos). También
se estudialarelacion de consecuencialdgicaque se daentre un conjunto de fér-
mulas y una formula cuando la verdad de esta Ultima se sigue de la verdad de
lasformulas del conjunto.

Lanocién de model o permite definir de maneramas concisatodas|as nociones
semanticas: un enunciado de L esuniversalmentevalido s todaslas L-estructuras
son modelos de él, es contradictorio si no tiene modelosy es contingente si tanto
€l como su negacién tienen modelos. La nocién fundamental en 16gica, la de
consecuencialégica, se define de lasiguiente manera: un enunciado ¢ es conse-
cuencialégicade un conjunto de enunciados X si todo modelo de X es también
un modelo de ¢.

Otro enfoque parad estudio delalégicade primer orden esel enfoque sintéctico.
Se escogen ciertas formulas del lenguaje como axiomas, se especifican reglas de
inferencia 'y se define rigurosamente 1o que es una demostracion. Se obtiene
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entonces unateoria formal axiomatizada. Un teorema de la teoria es una formu-
la demostrable en la teoria. Cuando se trabaja sintécticamente, el concepto de
verdad desaparece, o importante es la demostrabilidad de ciertas formulas. El
estudio de estasteorias| 6gicasfue un temacentral deinvestigacion durante mucho
tiempo, cuando | as consi deraciones semanticas se hacian de maneraintuitiva. Los
metateoremasimportantes, que unifican estos dos enfoques, son losllamadosteo-
remas de correccion y completud. Estos dos teoremas garantizan la existenciade
unateoriaformal T tal que:

Teorema de correccion
Todos los teoremas de T son universalmente vaidos.

Teorema de completud
Todas las formulas universalmente validas son teoremasde T.

De hecho, hay muchas teorias que cumplen con estos dos teoremas, pero lo
importante es que exista una, porque esto quiere decir que el concepto de verdad
|6gica es equivalente a concepto de demostrabilidad en T. Las verdades | 6gicas
son precisamente |os teoremas de T.

82. ALGUNOS TEOREMAS LIMITATIVOS

A raiz de la demostracion del teorema de completud para la l6gica de primer
orden, lo natural eratratar de hacer algo parecido con la matemética, es decir,
tratar de encontrar teorias formales cuyos teoremas fueran precisamente las
verdades matematicas. De lograrse, se tendria una demostracion de que la
mateméti ca estalibre de contradicciones, pues esto Ultimo se seguiriadel teorema
de correccion.

El teorema de GOdel acabd con las esperanzas de encontrar un sistema asi
para la aritmética al establecer que cualquier teoria axiomética consistente (es
decir, en la cual no se puedan demostrar dos enunciados mutuamente
contradictorios) en un lenguaje de primer orden adecuado paralateoriade nimeros
es esencialmenteincompleta: siempre existiraun enunciado aritmético verdadero
gue no se puede demostrar en la teoria.
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El teorema de Godel es un clésico teorema limitativo: establece que no eslo
mismo ser un teorema que ser verdadero.

Otro conocido teoremalimitativo esel deindependenciadelahip6tesisdel con-
tinuo delosaxiomasde Zermel o-Fraenkel paralateoriade conjuntos. En estesistema
axiomético, ni lahipétesisdel continuo ni su negacion son demostrables. Dicho de
otro modo, este teorema establece que, basados en los axiomas usuaes para la
teoria de conjuntos, no se puede determinar cuantos puntos hay en unarecta.

Estosteoremas establ ecen que ciertas formulas no son demostrabl es en ciertos
sistemasy en este sentido son claramentelimitativos: establecen limitesalanocion
de demostrabilidad en teorias de primer orden. En particular establecen que la
nocién de verdad en mateméticas no es recuperable mediante la nocion de
demostrabilidad en teorias axiométicas formalizadas en lenguajes de primer orden.

83. DEFINIBILIDAD

El enfogque que se seguira es estrictamente semantico. Vamos a ver que también
hay teoremas clésicos que pueden ser interpretados como limitantes del poder
expresivo delos lenguajes de primer orden. Fijemos un lenguaje de primer orden
L. Dado un enunciado o de L, es natural estudiar € conjunto de estructuras que
hacen verdadero a enunciado o, estas estructuras son los modelosde o y ala
clase de estas estructuras sele denota M od(cr). Analogamente, si X esun conjunto
cualquierade enunciados de L, Mod(Z) denotaalaclase de todos|os model os de
2, es decir, todas las estructuras adecuadas para L que hacen verdaderos a todos
los enunciados de X.
L as preguntas natural es son | as siguientes:

Dado un enunciado o (0 un conjunto de enunciados %), ¢como es Mod(c) (o
Mod(%))?

Dada K una clase L-estructuras, ¢existe algin enunciado o tal que
K=Mod(a)?¢Existe un conjunto de enunciados X tal que K=Mod(X)?

Estaultimapreguntaesel llamado problemade ladefinibilidad de unaclasede
estructuras. Si larespuesta a la primera pregunta es afirmativa, entonces se dice
guelaclase K esunaclase basicaelemental. Si larespuestaalasegunda pregunta
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es afirmativa, entonces se dice que laclase K es unaclase elemental o elemental
en sentido amplio.

Claramente ser una clase béasica elemental es una muy buena propiedad,
pues quiere decir que las estructuras de la clase comparten una propiedad, solo
ellas, y que esapropiedad es expresable por medio de unasolaférmuladel lenguaje.

Cuando laclase es simplemente elemental, se hecesita un conjunto infinito de
formulas del lenguaje para expresar la propiedad que tienen en comin las
estructuras delaclase, puessi € conjunto esfinito se puede tomar la conjuncion
de todas las férmulas del conjunto y se obtiene una Unica férmula del lenguaje.
Las clases elementales también son muy buenas. pueden ser vistas como los
model os de teorias con unainfinidad de axiomas y por eso se puede trabgjar con
ellascas delamismamaneraque conlashbasicas. Sin embargo, a gunas propiedades
delasclases basi cas elemental es no son validas paralas clases el emental es, como
por gjemplo el hecho de que e complemento (con respecto alafamiliadelas L-
estructuras) de una clase basica elemental estambién unaclase basicaelemental.

Desafortunadamente hay clases que no son elementales, es decir, ni con un
conjuntoinfinito deférmulas se puede expresar |a propiedad que tienen en coman.
Esto quieredecir que el poder expresivo del lengugje no es suficiente para definir
ala clase de estructuras. Cuando se demuestra que una clase de estructuras no
eselementa se estaestableciendo unteoremalimitativo acercadel poder expresivo
del lengugje.

Reviso entonces algunos gjemplos de clases basicas el ementales y de clases
elementales. Consideraré el lenguaje méas simple de todos | oslenguajes de primer
orden con igualdad, el lenguaje puro delaidentidad, quetiene un Gnico predicado
binario, e simbolo delaigualdad.

Ejemplo 1. Sea o € enunciado vxvy(x=y). Los modelos de este enunciado
son todos los conjuntos unitarios, es decir, la clase de los conjuntos unitarios es
bésica elemental.

Ejemplo 2. Sea o el enunciado 3x3y—(x=y). Los model os de este enunciado
son todos | os conjuntos con més de un elemento.

Ejemplo 3. Paratodo nimero natural n, la clase de todos |os conjuntos de car-
dinalidad mayor o igual a n es basica elemental. En efecto, los conjuntos de
cardinalidad mayor o igual a n son precisamente los modelos de la férmula
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3xX 3X,.... IX (X #ZXA.AX #X ). Aqui estoy abusando un poco del lenguaje al
escribir ‘x2y’ en vez de ‘—(x=y)'. La férmula que define a los conjuntos de
cardinalidad mayor o igual an sera denotada en lo que sigue por o(n).

Ejemplo 4. Paratodo nimero positivo natural n, laclase detodos|os conjuntos
con n elementos exactamente es basica elemental, pues un conjunto tiene
exactamente n elementos si y solo si es modelo de la férmula o(n)A—o(n+1).
Esta formula se abrevia como 3!n.

Ejemplo 5. La clase de todos los conjuntos infinitos es una clase elemental,
pero no béasica, porque se necesita un conjunto infinito de férmulas para
caracterizarla. Si se considerael conjunto £ = {o(n): n=1, 2, ...}, esclaro queun
conjuntoesmodelode X si y sdlo s tiene cardinalidad mayor oigual an paratodo
nimero natural n, esto es, si y solo s esinfinito.

Esnatural preguntarsesi laclase delos conjuntosfinitos es basicaelemental o
elemental, pero antes de contestar esta pregunta necesitamos hablar acerca del
teorema de compacidad.

84. EL TEOREMA DE COMPACIDAD

Sea L un lenguaje arbitrario de primer orden. El teorema de compacidad dice lo
siguiente:

Teorema (Compacidad)
Sea T un conjunto de enunciadosde L y supongamos gque todos sus subconjuntos
finitostienen model os, entonces T tiene un model 0.

Este teorema se puede formular de manera equivalente asi:

Teorema (Finitud)

Supongamos que unaférmulade L es consecuencialdgicade un conjunto T de
formulas de L. Entonces existe un subconjunto finito Sde T tal que laférmulaes
consecuencialégicade S.
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Estos dos teoremas son equivalentes, suponiendo el de compacidad se puede
demostrar el definitudy viceversa, por eso acualquieradelasdosversionessele
conoce como teorema de compacidad. Un comentario breve acerca del nombre:
claramente tiene mucho mas sentido llamarl o teorema de finitud, pero el nombre
de compacidad se debe a que este teorema es equival ente ague un cierto espacio
topol 6gico asociado alas formulas del lenguaje sea compacto.

Laimportancia del teorema de compacidad paralaldgicade primer orden no
puede ser enfatizada suficientemente. Claramente expresa algo muy deseable en
I6gica: quelos argumentos son esencialmente finitosy, si existieraun argumento
correcto con un nimero infinito de premisas, el teorema de compacidad asegura
gue dentro de ese conjunto se puede escoger un conjunto finito de premisas que
garantizalaconclusion.

Unadelas aplicaciones méasimportantes de este teoremaes en la construccion
de modelos. basta verificar que cada subconjunto finito de un conjunto dado de
enunciadostiene un model o parapoder garantizar laexistenciade un model o para
todo el conjunto. También es muy Util para demostrar la consistencia de teorias
con conjuntos infinitos de axiomas:. en virtud de | os teoremas de completud y co-
rreccion paralalégicade primer orden, paraverificar que de un conjunto infinito
de axiomas no se pueden deducir contradicciones basta comprobar que cada
subconjunto finito de axiomastiene modelo.

Con ayuda de este teorema se demostrara que la clase de todos | os conjuntos
finitosno eselemental, esdecir, no existe ninglin conjunto de enunciados en ninglin
lengugje de primer orden tal que sus modelos sean precisamente |os conjuntos
finitos.

Procedamos por reduccién al absurdo y supongamos que, en algin lenguaje
de primer orden, se puede encontrar un conjunto de enunciados, digamos T, cuyos
model os son precisamente |os conjuntos finitos. AgreguemosaT el conjunto de
enunciados{c(n): n=1, 2, ...} paracbtener unnuevo conjunto, lamémodleT'.Si S
es cualquier subconjunto finito de T', claramente S tiene un modelo, pues a ser
finito, solo aparece en Sun conjunto finito delos enunciados que fueron agregados.
Por lo tanto hay un nimero maximo n que aparece en ellosy cualquier conjunto
finito con mas de n elementos serd model o de S. Hemos visto que todo subcon-
junto finito de T' tiene modelo. Aplicando el teorema de compacidad concluyo
gue T’ tienemodel 0. Pero ese model o debe ser infinito y ademas debe ser modelo
deT. Esto contradice la hip6tesis de que los modelos de T son precisamente los
conjuntosfinitos.
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Notemos que este resultado implicaguelaclase delos conjuntosinfinitosno es
basicadlemental, puessi fueradefinible por medio de algiin enunciado, entonces su
complemento, queeslaclasedelos conjuntosfinitos, estariadefinidapor lanegacion
de ese enunciado

El elemento crucial enlademostracion esel teoremade compacidad y esfécil
convencerse de que cualquier |6gica (con igualdad) paralacua valgael teorema
de compacidad es incapaz de expresar €l concepto de finitud. Es en este sentido
que se puede leer a teorema de compacidad como un teorema limitativo parala
|6gica de primer orden: € teorema de compacidad afirma que €l concepto de
finitud no se puede expresar, ni siquieracon un conjunto infinito de enunciados, en
ningun lenguaje de primer orden.

El teorema de compacidad es de tal importancia que su eliminacién no es
opcion, por lo tanto tendremos que vivir con e hecho de no poder expresar €l
concepto de ser finito, aungue si es expresable el concepto de tener cardinalidad
n para un nimero n fijo.

85. EL TEOREMA DE L OWENHEIM-SKOLEM

Se havisto que la propiedad de tener exactamente n elementos es expresable en
loslenguajes de primer orden paracual quier nimero entero positivo n. Lapropiedad
de ser infinito también es expresable en lengugjes de primer orden, aungque se
necesite un conjunto infinito de enunciados para hacerlo. La pregunta natural
siguiente essi seraposible expresar, paracadacardinal infinito k, lapropiedad de
tener cardinalidad k.

En larespuesta a esta preguntainterviene el teoremade L dwenheim-Skolem,
queafirmalo siguiente:

Teorema (L6wenheim-Skolem)

Sea T un conjunto de enunciados de un lenguaje arbitrario de primer orden. Si
T tiene un modelo infinito, entonces T tiene modelos de cualquier cardinalidad
infinita.

Esta manera de enunciar el teorema de Léwenheim-Skolem es vélida para
lenguajes de primer orden numerables, que son |os que estoy considerando aqui.
Generalmente, el teorema de L 6wenheim-Skolem se enuncia en dos partes: una
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ascendente, que garantizalaexistenciade model os de cardinal esinfinitos grandes,
y otra descendente, que garantiza la existencia de model os de la cardinalidad del
lenguaje.

Es claro que este teorema implica una respuesta negativa a la pregunta que
planteé al inicio de esta seccidn, pues si existiera un conjunto de enunciados T
cuyos model os fueran precisamente |os conjuntos de cardinalidad k paraalgun
infinito, T tendriamodel osinfinitosy, por € teoremade L dwenheim-Skolem, tendria
modelosde cualquier cardinalidad infinita, no sélo de cardinalidad .

En vista de esto, € teorema de L 6wenheim-Skolem también puede ser leido
como un teorema limitativo para la capacidad de expresién de los lengugjes de
primer orden, puesimplicaque ciertas clases de estructuras no son definibles por
medio delengugjesde primer orden. De hecho, tiene consecuencias poco intuitivas
que reflegjan de manera aguda hasta qué punto estan limitados los lenguajes de
primer orden: consideremos al conjunto R delosnimerosrealescon larelacion
deorden, lasuma, € productoy doselementosdistinguidos, €l Oy e 1. Definamos
aT como €& conjunto de los enunciados verdaderos para esta estructura en un
lenguaj e de primer orden adecuado, esdecir, con un predicado binario, dossimbolos
funcional estambién binariosy dos constantes. El teoremade L dwenheim-Skolem
afirmaque T tiene un modelo numerable, esto es, hay una estructura numerable
gue hace verdaderos exactamente alos mismos enunciados que €l conjunto delos
ndmeros reales como campo ordenado.

Aqui es féacil identificar qué les falta a los lenguajes de primer orden para
poder caracterizar alos nimeros reales. La propiedad esencial de estos ultimos
eslade completud y este hecho se expresa diciendo que todo subconjunto de R
acotado superiormentetiene unacotasuperior minima. En loslenguajes de primer
orden no se puede cuantificar sobre subconjuntosdd dominio, silo sobreelementos
de éste. Laopcién de modificar la sintaxis de los lengugjes de primer orden para
poder cuantificar sobre subconjuntosdel dominio hasido considerada, loslengugjes
obtenidos son los Ilamados |enguajes de orden superior, que se mencionan en el
siguiente apartado.

86. SOLUCIONES POSIBLES

Aungue estrictamente hablando no es un problema & gue ciertos conceptos no
sean expresables por medio de conjuntos de enunciados de lenguajes de primer
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orden, es deseable tener la mayor capacidad expresiva posible. Para tratar de
mejorar la situacién se pueden adoptar dos enfoques, como siempre en [6gica: €
sintécticoy el semantico.

El enfoque sintactico considera lenguajes distintos a los de primer orden que
tengan mayor capacidad expresiva. Los dos tipos principales son los lenguajes
infinitariosy loslenguajes de orden superior.

Loslenguagjesinfinitariostienen lasmismasreglasdeformacion queloslenguajes
de segundo orden, con la salvedad de que se aceptan conjunciones y disyuncio-
nesinfinitasy también hilerasinfinitas de cuantificadores. M as especificamente, s
L esunlenguaje de primer orden, o y B son dos cardinalesinfinitos, el lenguaje
Laf es un lenguaje con los mismos simbolos que L (predicados, simbolos
funcionales, constantes, el simbolo de laigualdad, variables, conectivosy cuan-
tificadores) y con las mismas reglas de formacion, pero tiene dos reglas de for-
macién mas. son férmulasbien formadas|as disyuncionesy conjunciones de menos
de o férmulas y se admiten sucesiones de menos de 3 variables cuantificadas.

El lenguagje L es un caso particular de lenguajes infinitarios. cuando tanto o
como  sonigualesam, el primer cardinal infinito. Claramente el concepto de ser
finito esexpresable en Lw, o, simplemente se consideraladisyuncion del siguiente
conjuntodeférmulas: { 3'n: n=1, 2, ...}. Esunadisyuncion numerabledeférmulas
y es, por lo tanto, una férmula bien formada de Lw,o. Ademas un conjunto es
modelo deestaférmulasi y s6lo si tiene cardinalidad n paraalgun entero positivo
n, esdecir, si y sélo si esfinito.

Laclase de los conjuntos finitos es, pues, basica elemental paralos lenguajes
infinitarios, de hecholo esparael lenguajeinfinitario méas simple que hay, asaber,
Lw,w. Pero hay varios problemas con los lengugjes infinitarios: el teorema de
compacidad no esvalido paraellos (claramente, de otro modo no seriadefinible
laclasedelos conjuntosfinitos); ademas, no existen paraellos calculos completos
y correctos, esdecir, no existen teorias paraellos de tal modo que laconsecuencia
|6gicay lademostrabilidad coincidan.

Otraopcion sintacticala constituyen los lenguaj es de orden superior. En estos
lenguajes hay variables de distintos tipos. Unas varian sobre los elementos del
dominio, otras acercade subconjuntos del dominio o sobre propiedadesy relaciones
entrelos elementos del dominio. Se puede cuantificar sobre todaslasvariablesy,
COMo consecuencia, lariquezaexpresiva de estos lenguajes es mucho mayor que
lade los lenguajes de primer orden. Se puede caracterizar tener la cardinalidad
del continuo y ser un orden isomorfo al orden de los nimeros reales. Tanto €l
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concepto de finitud como el de infinitud son expresables por medio de un solo
enunciado de orden superior, asi que claramente tienen una capacidad expresiva
mucho mayor gue la de los lenguajes de primer orden. Sin embargo, desde €l
punto de vistametatedrico tienelos mismos problemas queloslengugjesinfinitarios,
no valen ni el teorema de compacidad ni el de Ldwenheim-Skolem. Tampoco
existen cdlculos correctos y completos para estos lenguajes.

Lafatadel teoremade compacidad y de laexistenciade cal culos completosy
correctos para estos tipos de lenguajes hacen que la metalégica para ellos sea
muy dificil y muy pobre en comparacién con laque setiene paraloslenguajes de
primer orden. Los lenguajes de primer orden son los lenguajes mas fuertes,
expresivamente hablando, para los que se tienen los teoremas de correccion y
completud. Antesde decidirseacambiar aloslengugjes de primer orden por otros
habria que analizar hasta donde se puede llegar con €ellos.

El enfoque semantico pararesolver estos problemas de definibilidad consiste
en, desde la metateoria, dar condiciones acerca de las teorias que permitan, por
giemplo, distinguir entredistintos cardinalesinfinitos.

Este enfoque no modifica los lengugjes ni la semantica para ellos. En otras
pal abras, aceptamos que, como consecuencia de los teoremas de compacidad y
de L 6wenheim-Skolem, los conceptos definitud y detener unacardinalidad infinita
especificano se pueden expresar como conjuntosdeférmulas dentro del lenguaje.
Laalternativa es hacer un estudio metatedrico acercade conjuntos de enunciados
(teorias) y sus modelos y encontrar condiciones que permitan distinguir entre
cardinales infinitos distintos. Este enfoque es el que més frutos ha dado como
motor para el desarrollo de la teoria de modelos y uno de los teoremas més
profundos se comentaen el apartado siguiente.

87. EL TEOREMA DE MORLEY

Trabajemos con los lenguaj es de primer orden semanti camente. Esto quiere decir
gue los axiomasy reglas de inferencia no nosinteresan, pero si los enunciadosy
sus model os. Por eso se define una teoria como un conjunto de enunciados de un
lenguaje de primer orden fijo L. Consideremos una teoria arbitraria que tenga
modelosinfinitos. Por el teoremade L 6wenheim-Skolem, estateoriatiene model os
decualquier cardinalidad infinita. ¢Cuél eslamejor situacion posible, dado que no
podemos tener model os de una sola cardinalidad? Claramente no tener muchos
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model os delamismacardinalidad. De este modo surge, de maneramuy natural, el
concepto de lak-categoricidad donde k es cualquier cardinal infinito.

Unateoria T es k-categdrica o categéricaen € cardina x, s tiene modelos
infinitosy todos sus model os de cardinalidad k son isomorfos. Entonces unateoria
K-categoricatiene esencialmente un model o (salvo isomorfismo) de cardinalidad k.

Desde este punto de vista, lamejor teoria posible seria aquella que fuera
K-categéricaparatodo cardinal infinito k. Y un estudio acercadel comportamiento
de distintasteorias con respecto alacategoricidad podriaservir paradiferenciar a
losdigtintoscardinalesinfinitos.

El teoremade Morley no sblo es sorprendente por lo que dice, sino que su de-
mostracion provee herramientas que han resultado ser esencialesparael desarrollo
de la teoria de modelos posterior. Antes de enunciarlo es necesario aclarar que
unateoriaescompletas dado cualquier enunciado desulenguaje, 0 é o sunegacion
pertenecen a la teoria. Una teoria consistente y completa es, en cierto sentido,
como unaestructura, porgue lateoria escoge, dado cualquier enunciado, entre él
y su negacion. Con ladefinicion tan libre que tenemos de teoria, dado que no nos
interesa tener un conjunto de axiomas del cual se deduzcan todos los teoremas,
pedirleaunateoriaque seacompletano esmucho; el lemade Lindenbaum garantiza
gue toda teoria consi stente se puede extender aunateoria consistente y completa
en el mismo lenguagje.

Teorema (Morley)
Toda teoria completa que sea categérica en algin cardinal no numerable, es
categéricaen cualquier cardina no numerable.

De acuerdo al teorema de Morley las teorias completas se pueden clasificar
en cuatro clases: aquellas que no son categdricas en ningln cardinal, las que son
categoricas en m pero no son categdricas en ningln cardinal no numerable, las que
son categoricas en todo cardinal no numerable, pero no en w y, por ultimo, las
gue son categoricas en todo cardinal infinito.

Esobvio que e teoremade Morley nos ofrece mucho mayor sutilezadeandlisis
gue la que se tenia anteriormente, pues desde el punto de vista de tener model os,
s unateoriatienemodel asinfinitos, tienemodel osde cualquier cardinaidad infinita,
no hay diferencias entre ellos. Sin embargo, pensando en categoricidad, ya se
pueden distinguir alos cardinales no numerables del cardinal numerable w.
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A pesar de que el teorema de Morley nos ofrece la posibilidad de distinguir
entre cardinal esinfinitos distintos, aungque seadesde lametateoria, también puede
ser leido como un teoremallimitativo acercadel poder expresivo de loslenguajes
deprimer orden, porquelo que dice esencialmente esque s unateoriaes categérica
en algun cardinal no numerable, larazon de su categoricidad esta no tanto en €l
cardinal en si, sino en el hecho de que no sea numerable, pues |os lenguajes no
pueden distinguir entre |os distintosti pos de no-numerabilidad. Esto se puede ver
préacticamente analizando las demostraciones que se dan para probar gue ciertas
teorias son categdricas en agun cardinal no numerable; lademostracion quesirve
paraun cardinal no numerable, servird, con modificacionesobvias, para cualquier
otro cardinal no numerable.

El trabajo de Morley, junto con todos | os conceptos derivadosde él, haresultado
ser delo mésfructifero parael desarrollo delateoriade model os actual, como se
veraen el siguiente apartado.

88. NUEVOS PROBLEMAS

Siguiendo exactamente lamismalineade pensamiento quellevé alaintroduccion
del concepto de categoricidad, podriamos tratar de hacer un andlisis més sutil de
las teorias no categoricas preguntandonos ahora lo siguiente acerca de grados de
no-categoricidad. Si unateoriano escategéricaen algun cardinal infinito, entonces
tiene varios model os de esa cardinalidad no isomorfos. Ahora se quiere encontrar
alguna propiedad deteorias de tal modo que se distingaentre unateoriaquetenga
un ndmero finito de modelos no isomorfosy otraque tengaun nimero infinito de
modelos no isomorfos. Incluso se pueden hacer distinciones entre distintas
cardinalidades infinitas; no es lo mismo que una teoria tenga tres modelos no
isomorfos, a que tenga ®» modelos no isomorfos 0 a que tenga un conjunto de
modelos no isomorfosdelacardinalidad del continuo.

Esta es, ami juicio, una de las partes més excitantes de la teoria de modelos
actuamente. Esel llamado problemadel espectroy puedeformularsedelasiguiente
manera:

Dada una teoria completa T formulada en un lenguaje de primer orden
numerable, se puede definir, paracadacardina infinito o, 1(T,c) como €l nimero
de modelos de T de cardinalidad de cardinalidad o.. Si lateoria T queda fija
f(o))=I(T,o) define unafuncidn (o, estrictamente hablando, un funcional) cuyo
dominio es la clase de los cardinales infinitos. El problema del espectro es la
pregunta acerca de qué funciones son posibles.
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Se tienen resultados parciales con respecto a este problema, por ejemplo, se
sabe que paratodo cardinal infinito o y paratodateoriacompletaT, I(T,o)<2%.
El teorema de Morley puede ser enunciado en este contexto de la siguiente
manera:

Teorema (Morley)
Si I(T,a)=1 paraalgun cardina o no numerable, entonces | (T,o)=1 paratodo
cardinal o no numerable.

Un resultado muy sugerente es el siguiente de Robert Vaught:

Teorema (Vaught)
Para toda teoria completa T, I(T,m)=2.

Este teorema afirma que ninguna teoria completa puede tener exactamente
dos modelos numerables no isomorfos. Sabemos que hay teorias completas con,
exactamente, tres modelos numerables no isomorfos, por ejemplo la teoria del
orden denso con a guin extremo; también hay teorias compl etas con exactamente
cuatro model os numerables no isomorfos, por ggemplo lateoriadel orden denso.
i'Y sin embargo no existen teorias con exactamente dos model os numerables!

El comportamiento de una teoria en cardinales no numerables afecta su
comportamiento en e caso numerable. Acabo de dar ejemplos de teorias que
tienen 3 0 4 model os numerables no isomorfos, pero esto no esposiblesi lateoria
escategdricaen alguny, por lo tanto todo, cardinal no numerable, como lo afirma
€ siguienteteorema:

Teorema (Lachlan y Baldwin)
SiI(T,m,)=1, entonces | (T,w)=w o I(T,w)=1.

Este teorema afirma que si una teoria es categdrica en algin cardinal no
numerable, entonces no se comporta demasiado mal en el caso numerable, 0 es
categdricao tiene un conjunto numerable de model os numerabl es no isomorfos.

Intentos por resolver el problemadel espectro han llevado alos|égicos ahacer
unaclasificacion de las formulas. Ya se habia hecho una clasificacion sintactica:
las formulas méas simples son aquellas que no tienen cuantificadores, después
aquellas que sol o tienen una cadena de cuantificadoresigual es, yaseauniversales
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oexistenciaes, sonlasférmulasdetipo Vv o detipo 3, después aquellasquetienen
dos cadenas de cuantificadores distintos, son lasdetipo v3 o detipo 3v, segln
€l orden en el que aparecen las cadenas, etcétera. Esta clasificacion determina el
grado de complejidad de unaciertaférmula

La nueva clasificacion que surgi6 a partir del trabajo de Morley es una
clasificacion semantica: se analiza cuantas extensiones consistentes y compl etas
tieneunaférmulay esto llevaaunaclasificacién deteorias en estables, inestables
y superestables. A grandes rasgos, una teoria es estable s en sus modelos no
aparecen muchosdigtintostiposde el ementos, esdecir, hay poco rango devariacion.
Hacer un andlisis detallado de esta clasificacion vamés alla de los propositos de
este articulo, pero es necesario hacer notar que esta clasificacion ha ayudado a
dar respuestas parciales al problema del espectro, notablemente el siguiente
resultado de Shelah:

Teorema (Shelah)
Si T no essuperestable, entonces|(T,a)=2* paratodo cardinal o. no numerable.

Este teorema dice que las teorias que no son superestables tienen €l peor
comportamiento posible en los cardinal es no numerabl es, asaber, tienen el maximo
ndmero posible de modelos.

Otro resultado muy interesante de Shelah afirma que e comportamiento de la
funcién I (T,o) no esmalo, yaque, aun cuando lateoriano seacategéricaen cardinales
no numerables, es unafuncion creciente.

Teorema (Shelah)
S I(T,a)>1y o no es numerable, entonces | (T,o)< I(T,B) cada vez que a<p.

Paraterminar quisieraenunciar un problemaabierto, es unaconjeturade Vaught
gue hapermanecido mucho tiempo sin solucion:

Conjetura (Vaught)
S 1(T,w)>w, entonces|(T,w)=2".

Claramente la conjetura es verdadera si suponemos la hipétesis del continuo,
pero podria ser verdaderaindependientemente de él. Si fueraasi, constituiriauna
razon para aceptar laverdad de la hipétesis del continuo.
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