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UN REFINAMIENTO DEL CONCEPTO DE SISTEMA AXIOMATICO

JOSE ALFREDO AMOR*

Restimen: El objetivo de este articul o es presentar una concepcion y formulacién particular delos
conceptos de derivacion formal y de sistema axiomatico, que no son ortodoxos, sin embargo,
pertenecen alaldgicacléasica. En particular, propongo queladefinicion dederivacion formal incluya
la posibilidad de establecer restricciones a la aplicacién de las reglas de inferenciay que dicha
definicién modificadade derivacion formal, forme parte de ladefinicion mismade sistemaaxiomé-
tico. Estanuevaformulacion mejoralanocion sintécticade derivacion formal en sistemasaxiométicos,
en el sentido delograr mejor su adecuacion con lanocion semantica de consecuencialdgica.

Abstract: The aim of this paper is to propose a particular conception and formulation of the
concepts of formal derivation and axiomatic system, which, although not orthodox, remain part of
classical first order logic. It is proposed, in particular, that the definition of formal derivation
includesthe possibility of establishing restrictionsto the applications of inferencerulesand that this
improved definition be subsumed as a part of the very notion of axiomatic system. This syntactic
notion of formal derivation in formal systems is more adeguate to classical semantic logical
consequence.
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1. INTRODUCCION

n lal6gica matematica clasica hay dos enfoques tradicionales: e sintactico
y €l seméntico. El primero serefiere alas propiedades y relaciones entre simbo-
losy sucesiones de simbol os, apelando Unicamente alaformay al orden en que
aparecen y no al significado. Este enfoque sintactico es identificado con un
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célculo axiomatico en unade las formas adoptadas por este punto de vista. Otras
formastales como |os cél cul os de tipo Gentzen no se consideraran en este articu-
|0, no porgue no sean importantes, sino porque quiero tomar solo un representan-
te del punto de vistasintéctico. En este sentido, en una presentacion sintécticade
lalégica, lajustificacion para aceptar formulas se basa solo en reglas formales
establecidas de antemano dentro de un aparato formal |lamado sistema axioma-
ticoy apartir de laaceptacion incondicional de ciertas formulasiniciales [lama-
das axiomas y de ciertas relaciones formales |lamadas reglas de inferencia,
disefiadas para obtener formulas a partir de formulas.*

En el enfoque sintactico, se presenta la nocion fundamental de derivacion
formal: una férmula particular ¢ es formalmente derivable a partir de un con-
junto dado de féormulas %, si hay un objeto formal [lamado derivacién, definido
por medio de reglas sintécticas establecidas con anterioridad, que depende del
conjunto deférmulasy delaférmula. Estarel acidn sintéctica se denotade mane-
rausual por 2| ¢ y selee: ¢ se deriva formalmente a partir de =. La
definicion precisa de esta nocion la daré en la siguiente seccion.

El enfoque semantico serefiere alasrelacionesdelos simbolosdel lengugje
formal con un significado establecido paraellos, apelando alanocion deinterpre-
taci6n basada en dicho significado. La semanticarelacionaloslenguajes forma-
les con unainterpretacion para ellos, que en nuestro caso de un lengugje formal
de primer orden con igualdad, es un sistema constituido por un conjunto no-vacio
[lamado universo delainterpretacidn, junto con rel aciones, operacionesy objetos
distinguidos del conjunto.? El sistema completo es |lamado estructura
conjuntista algebraico-relacional®o simplemente estructura. Cada lengua-
je de primer orden determinalaclase de todas |as estructuras que son interpreta-
ciones para ese lengugje. Cada simbolo del lenguaje debe tener un significado
preciso en laestructura: cada constante individual debe ser interpretada como

! Estaaceptacion tieneel sentido de unasuposicién voluntariay no de algo necesariamente verdadero.
2 Losllamamaos distinguidos, simplemente porgue tienen un nombreen el lengugjey se distinguen
en eso delosdemas. Unarazén paradistinguirlos es que jueguen algiin papel especia enlainterpre-
tacion, como por ejemplo € cero en el conjunto de los nimeros enteros.

8 Unaestructuraalgebraico-relaciona esunacuartetaA =<A, R, O, C > dondeA esun conjunto no
vacio, R esun conjunto derelacionesen A, O esun conjunto de operacionesen A'y, por Ultimo, C
es un conjunto de elementos (distinguidos) deA.
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un elemento (distinguido) del conjunto universo, cada simbolo de predicado de
cierta aridad* como una relacion de la aridad correspondiente entre elementos
del universo, y cada simbolo funciona de cierta aridad como una operacién
sobred universo, delaaridad correspondiente. Los simbolos|égicos: conectivos,
cuantificadores eigualdad, tienen lainterpretaci n clsica.’ Por comodidad, con-
vengo quetengo siempreel simbolo 16gico deigualdad y todoslos simbolos|égi-
cos clésicos usuales (negacion, disyuncién, conjuncion, condicional material,
bicondicional material, cuantificacién universal y cuantificacion existencial), en
caso de no ser asi, supondré que tengo un conjunto de simbolos |6gicos con los
gue se pueden definir todos |os demés.

En la presentacion semantica de la l6gica clésica, la aceptacion de las fér-
mulas se basa en ladefinicion tradicional de verdad debidaaAlfred Tarski.6 Las
interpretaciones las entenderemos del modo estandar de la teoria de modelos
como se describié antes.”

En todo |o que sigue me referiré Unicamente alenguajes formales de primer
orden con igualdad.t Con respecto a la notacién, usaré las letras griegas mi-
nusculas a, B, y, @, v, parareferirme aformulas de un lenguaje de primer orden
conigualdad. Las letras griegas maylsculas X, A, T', las usaré parareferirme
aconjuntos, finitoso infinitos, deformulasdedicho lenguaje.

Sea X U{ @} un conjunto de férmulas, no necesariamente enunciados, en un
lenguaje de primer orden con igual dad.

4Laaridad esun nimero entero positivo asociado acada simbol o de predicado y acadasimbolo de
funcién y que determina el nimero de argumentos de larelacion o delafuncién quelo interprete.
5Lainterpretacion clasicay natural parael simbolo deigualdad eslarelacién deidentidad.

8 Ladefinicion de verdad de Tarski no ladesarrollaré aqui, pero puede verse en Mendelson, 1987:
cap. 2. Laideaintuitivaes que un enunciado ¢ es satisfecho respecto aunainterpretacion A 'y una
asignacion sparalasvariables, si esel caso quelainterpretacion de ¢ con laasignacion s secumple
enA Unaformulag esverdadera con respecto aunainterpretacionA sy sblo si ¢ essatisfechacon
respecto a esa interpretacién por todas las asignaciones s, (cfr., Tarski, 1935).

7 Cfr., Enderton, 2001: 80 o Mendelson, 1987: 46.

8 Supongo que setienen, bien como simbolos del lenguaje o bien como simbol os definidos, atodos
los conectivos y cuantificadores usuales: no (=), y (A), 0 (V), si... entonces... (— ), siy sdlosi
(¢»), paratodo (V) y existe (3).
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Definicién. La formula ¢ es verdadera en una interpretacion A (o0 A es un
modelo de @) s y solo si @ es satisfecha con respecto a todas las asignaciones
para las variables’ en esa interpretacion.°

A las férmulas que son verdaderas en cualquier interpretacion se les llama

|6gicamente validas. Cuando una férmula es verdadera en una interpretacion
para su lenguaje, decimos que la interpretacion es un modelo de laférmula; asi
pues, una formula es | égicamente vélida si toda interpretacion es modelo suyo.
De manera andloga, un modelo para un conjunto de formulas es unainterpreta-
cion parad lenguaje, respecto alacual todas lasformulas del conjunto son ver-
daderas.
Definicion. La férmula ¢ es una consecuencia l6gica del conjunto de for-
mulas X (o X implica |6gicamente a ¢) si y sblo si paratodainterpretacion A,
todas las asignaciones para variables s que satisfacen o, paratoda o € %, tam-
bién satisfacen ¢.1* Notacién: = [~ ¢.

Obsérvese que esto significaque esimposible que hayaunainterpretaciony
una asignacion respecto ala cual todas las formulas del conjunto 2 sean satisfe-
chasy laférmulao no lo sea

Por ejemplo, tenemos que Y xP (X)=P (c) pero P (x) ¥VxP(X) y quesi
¢ =Vxg entonces = (9—xg); para cualquier formula ¢ no necesariamente
enunciado. De las definiciones se sigue, en el caso particular de enunciados, que
un enunciado ¢ es consecuencialégicadeun conjunto de enunciados X s y s6lo
Si, para cualquier interpretacion, si todos los enunciados de X son verdaderos,
entonces el enunciado ¢ también es verdadero, o si todos los modelos de 2 son
modelos de ¢; o bien, esimposible gque hayaun modelo de 2 que no sea modelo
de o.

A continuacion presento |os conceptos sintécticostradicionales de axiomay
regla de inferencia. En la seccion tres trataré con la definicién tradicional de
derivacion, de sistemaaxiomaticoy € primer ggemplo de restriccion alaaplica
cion de unaregla de inferencia. El apartado cuatro esta dedicado a ciertas for-

9L as asignaciones (0 valuaciones) son todas las instanciaciones posibles para las variables, con
elementosdel dominio en el cual varian, y con respecto aunainterpretacion dada. Paraunaexplica
cion detallada de los conceptos de interpretacion y asignacion, cfr., Mendelson, 1987: cap. 2.

10 Cfr., Enderton, 2001: 87 o Mendelson, 1987: 48.

1 Cfr., Mendelson, 1987: 52 y Enderton, 2001: 88.

124



Un refinamiento del concepto...

mas normal es de Skolem, con el objeto de dar un segundo gjemplo y motivacién
delaideade restriccion alaaplicacion de unaregla. Enla seccion cinco daré la
nocién propuesta de refinamiento de sistema axiomético y, en la Ultima parte,
presento algunas conclusiones.

2. NOCIONES SINTACTICAS BASICAS

Para cualquier formula o y cualquier conjunto de formulas X, hay una nocién
sintéctica matemati camente rigurosa de “ o es formalmente derivable a partir de
2" que pretende capturar lanocion intuitivade“laférmulaa se sigue, se deduce
0 se demuestra a partir del conjunto de férmulas X”. Esta nocién matemética
esta basada en el concepto de sistema formal de tipo Hilbert, el cual descansa
a su vez en los conceptos de axioma, regla de inferencia y definicion de deri-
vacion formal.

Un axioma es simplemente una férmula que pertenece a un conjunto de
formulas elegidas, quejuegan €l papel de primeros principiosdentro del concepto
de sistema axiomético que daré més adelante. Ya que |los axiomas son sblo for-
mulas, esnatural pedir queel conjunto dedichasformulaselegidas seadecidible.’?
Unajustificacién para pedir la decidibilidad delos axiomas es que nuestro punto
de partida seran ellos y laintencién es tener un punto de partida decidible, asi
como un concepto de derivacion formal también decidible.

Unaregla deinferencia esun mecanismo formal finito, cominmente presen-
tado en forma de esquema, que permite obtener unaférmulaa partir de unao mas
formulas (un nimero finito de ellas) alas quellamamos sus premisas. Ademés, €l
mecani smo como relacion entre unaférmulay sus premisas, debe ser decidible.
Obsérvese que cada regla de inferencia tiene un nimero n (n>1) de premisas.
Usualmente cada regla de inferencia se presenta en forma esquemética; es de-
cir, cada una es en realidad un esquema de regla de inferencia.

2 Un conjunto o unarelacion es decidible, si existe un procedimiento efectivo finito, conocido
como algoritmo, paradecidir, efectivamente, si un objeto pertenece o no a conjunto, o si un par
de objetos pertenece 0 no alarelacion. Por ejemplo, en este caso, que se puedaresponder de manera
objetivalapreguntade si unaférmuladadaesaxiomaonoloes.

13 En este caso, debe ser decidible si unaférmulase obtiene delasotras o no, por medio de unaregla
deinferencia.
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Laférmula gue se obtiene de las premisas por medio de unaregla de infe-
rencia, se dice que es unainferencia, conclusién o consecuencia, de las premisas
por medio de regla de inferencia

En general unaregladeinferenciaR que nos permite abtener unaférmula g
apartir delasnformulasa.,...,o.. (premisas), la podemos representar informal-
mente como:

R o0, 1@
donde o ,...,0., Son las premisas y ¢ es la conclusion. A continuacion daré tres
ejempl os de esquemas de reglas deinferencia, donde o y 3 representan formulas
cualesquiera:

1D o, (a—pP)/P. Deay (o—p) abtener B; regla de dos premisas, cono-
cida como Modus Ponens (MP).

2) o/ (Vxa). De o obtener (Vxa); regla de una premisa, conocida como
Generalizacion (GEN).

3) FSV(a)/ a.. De FSV(o)** obtener o; regla de una premisa a la cual
[lamamos Regla de Skolem (SK).

Formalmente una regla de inferencia de n premisas es una relacion en el
metalenguaje de n+1 argumentos acerca del conjunto FL de todas las formulas
del lengugje.”™ Asi por ejempl o, las reglas anteriores son formalmente las siguien-
tesrelaciones:

1) MP={ (a,(a—p),B) / ooy B son férmulas} C FL®

2) GEN={ (o,(Vxa)) / o es formula} C FL2

3) SK={( FSV(m),o) / o es formula} C FL?2

14 FSV (o) denota unaférmulaque es unaformanormal asociadacon o, Ilamada Forma de Skolem
para Validez de o.. Cfr., Malitz, 1979: 156 y Amor, 1999: 83. Por ahora diré que FSV (o) es una
formuladelaforma (3x, ...3x ) dondey notiene cuantificadores, y que se obtiene de . a prenexar
todos los cuantificadores y eliminar los cuantificadores universales sustituyendo sus variables
cuantificadas por funciones de Skolem. Mas adel ante en la seccién cuatro, veremos con detalle este
tipo de formas normales de formul as.

15 Formalmente, unarelacién de m argumentos sobre un conjunto A es un subconjunto cualquiera
del producto cartesiano de A consigo mismo, m veces. Es decir, es un subconjunto de m-uplas del
conjunto A™ = AxAX...xA (m veces). En este caso, una regla de inferencia de n premisas es un
subconjunto del conjunto FL™.
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Aungue las reglas de inferencia son mecanismos formales efectivamente
decidiblesy se presentan como esquemas formal es sintécticos, podemos clasificar-
las con un criterio semantico, segn suceda que la conclusion obtenida por ellas
tenga o no cierta propiedad seméntica que tengan sus premisas. Es decir, si cier-
tas propiedades semanticas se heredan de las premisas ala conclusién. Esto nos
interesa en particular paralas siguientes propiedades semanticas de formulas:*

a) Satisfacibilidad por unaasignacion s en unainterpretacion A.
b) Verdad en una interpretacion o estructura A.
c) Validez | 6gica.

Los elementos para nuestra clasificacion de reglas de inferencia son: las
formulas del lenguaje, |as estructuras algebraico-relacionales A y las asignacio-
nes avariables s.

Definicion. SeaR: a,...,o., /@, unareglade inferencia, entonces:

1) Resmuy buena si y sblo si para cuaesquiera o, ,...,0,, premisas de R, para
todainterpretacion A y paratodaasignacion sen A, se cumplelo siguiente:

S a,,...,0,, son todas satisfechas por s en A, entonces la conclusion ¢,
también es satisfecha por s en A. Es decir, si R preserva cualquier
satisfacibilidad de asignaciones.

2) Resbuenasi y sblo si paracuaesquierac,,...,o, , premisasde Ry paratoda
interpretacion A sucedelo siguiente:

Si a,,...,0., son todas verdaderas en A, entonces la conclusion @, también
es verdadera en A. Es decir, si R preserva verdad en estructuras, o lleva
de verdadero a verdadero.
3) Resregular sy solo si para cualesquieraa.,,...,o. , premisas de R, si todas
son |6gicamente vélidas, entonceslaconclusién ¢ también es|6gicamente vélida.
Esdecir, s R preservavalidez | 6gica.

16]_adefinicion de estas propi edades es justamente lamuy conocidadefinicién de verdad de Tarski.
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Proposicion. Toda regla de inferencia muy buena es buena y toda regla de
inferencia buena es regular pero no inversamente en cada caso.

Esinmediato verificar laproposicion. Sélo veremos a gunos € empl os; debe
ser claro que la regla MP: o,(a—)/B es muy buena, GEN: o/(Vxo) es una
regla buena que no es muy buena. Laregla SK: FSV(¢)/o, esregular, pero no
es buena.'” Algunos de estos gjemplos los usaré en las secciones tres y cuatro,
dondeilustraré la convenienciade imponer restricciones alaaplicacion de algu-
nas reglas de inferencia.

Termino esta visién semantica sobre las reglas de inferencia en la l6gica
clésica de primer orden, con una proposicion que incluye tres resultados que
considero aclaran més este punto de vista.

Proposicion. Si a.,,...,0, /@ denota una regla de inferencia entonces:

1 o,...,00 /¢ esunareglamuy buena sy solo si laformula
[(o,A...Acr ) — @] eslogicamente valida

2. ay,...,0 /@ esunareglabuenasi y solo si laformula
[V(oA...Aa ) =V @] eslogicamente valida.™®

3. a,...,o.. /¢ esunareglaregular s y solo si lavalidez |6gica de
(o, A...Aay) implicalavalidez |6gicade ¢.

Esinteresante notar que de formaindependientey con otros objetivos, Fagin,
Haperny Vardi,* presentan una clasificacion similar dereglasdeinferencia®en

17 Esto dltimo quedara justificado después del teorema de la secciédn cuatro.

S y esunaférmula, con V' denotamoslacerradura universal dey, esdecir Vy = Vx,... Vx w
dondex,,...,x, sontodaslasvariableslibres de .

19 Cfr., Fagin, Halpern y Vardi, 1992: secciones 1y 6.

2 En Fagin, Halpern y Vardi, 1992: 1019 y 1035-1036; €l tipo de regla correspondiente a “ muy
buena” esllamada “truth inference” y es denotada por ¢ -, ¢. El tipo de regla correspondiente a
“buena” es llamada “structure inference” y es denotada por ¢ |, ¢ donde M es una clase de
estructuras, (ibid., pp. 1020-1021 y 1035-1036). El tipo de regla correspondiente a “regular” es
llamada “validity inference” y es denotada por ol-, ¢, (ibid. pp.1018 y 1035-1036). En €l articulo
mencionado se restringe la atencion al caso donde hay una sola premisa, suponiendo que hay una
nocién de conjuncion en el lenguaje (como seria nuestro caso), de modo que un conjunto finito de
férmulas se puede reemplazar por la conjuncién de ellas. Asi pues, podemos considerar como
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varias|6gicas. En dicho texto, el primer resultado de la proposicién anterior no
estAmencionado, €l segundo si y €l tercero esunareformulacion de ladefinicion
correspondiente.?

Sin embargo, nuestro objetivo a diferencia del de ellos, es el de imponer o
establecer posibles restricciones a la aplicacion de las reglas de inferencia para
lograr que aunque la regla sea buena, pero no muy buena (puede llevar de
satisfacible por sano satisfacible por s), con esasrestricciones el resultado dela
derivacion sea muy bueno en el sentido de obtener siempre satisfaccion por sa
partir de satisfaccion por s. O bien, gque aunque una regla sea regular, pero no
buena (puede llevar de verdad afalsedad), con esas restricciones € resultado de
la derivacion sea bueno en el sentido de obtener siempre verdades a partir de
verdades.

3. SISTEMAS AXIOMATICOS

El concepto tradicional de sistema axiomatico se presenta usualmente de la si-
guiente manera:z

Definicién tradicional. Un sistema axiomético esta dado por o siguiente:

a) Unconjunto decidible A, finito o infinito deférmulas. A lasféormulasde A
las Ilamamos |os axiomas del sistema axiomatico.
b) Un conjunto finito RI de reglas de inferencia decidibles.

I ndependientemente de |a definicion anterior de sistemaaxiomético, por tra-
dicién se da unadefinicién de derivacion formal que se presenta de modo gene-
ral; esdecir, se aplicapor igual acualquier sistemaaxiomaético formal:

Definicion. Unaderivacion formal de unaférmulao apartir de un conjunto de
formulas X, es unalistafinitade n formulas oy,...,0,, conn= 1, delas cuaes

equivalentes nuestranotacion parareglasdeinferenciac,,...,o /¢ y ladel articulo mencionado,
o}~ ¢, tomando como ¢ alaformula (o, A...Ac,).

2L Cfr., Fagin, Halpern y Vardi, 1992: proposicion 6.1, pp.1021y 1036

2 Cfr., Mendelson, 1987 y Enderton, 2001.
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an=oy paratodai (1<i<n), o bien oi esun axiomao bien ci es unaférmula
deX,20bien ai, se obtiene apartir de formulas anteriores de lalista por medio de
algunaregladeinferencia. Si existetal derivacion formal, esto se denota con
Yoy selee “o esderivable a partir de X”.

Hago notar quelanocién tradicional de derivabilidad asi definida, eslamis-
ma para cualquier sistema axiomatico. Se presenta como una nocion general
paratodo sistema, yaque cual quier sistemaaxiomético tiene axiomasy reglasde
inferencia.

Analizaré un problemacon estadefinicion tradicional por medio dedoseem-
plos. Parael primero, considérese laaxiométicade Mendelson, queincluyeala
regla GEN (Generalizacién). Por un lado, tomando la definicion tradicional de
derivacion, se admite la derivacion: P(x) FVx P(x) en este sistema,® sin embar-
go, sabemos que P(x)*VxP(x).? De aqui es claro que laregla GEN no es muy
buena. Por otro lado, al enunciar que el sistema satisface el Metateorema de la
Deduccion, el autor impone una restriccion a la aplicacion de la regla, como
una hipotesis extra exigida a Metateorema: éste se cumple con la condicién
necesariade que en lasderivaciones, “a aplicar lareglageneralizacion, lavaria-
ble generalizada no tenga presencias libres en hipdétesis de las cuales depende la
formulaageneralizar” 2’ Estaes unarestriccion alaaplicacion delareglaGEN,
gue depende del contexto, que es efectivamente decidibley, gue bien pudo haber-
se incluido en la definicion misma de derivacion. Con esto se hubieran evitado

3 En ese caso se dice que ai es una hipétesisde X.

2 Cfr., Mendelson, 1987: 69-75.

% En s6lo dos pasos: lahipétesisy luego simplemente aplicar lareglaGeneralizacion alahipotesis:
1. P(x) Hipotesis

2.VxP(x) GENal.

% No es consecuencialdgica, pues es posi ble que unainterpretacion con unainstanciaindividual s
de x tengalapropiedad “P’, pero no todos los individuos tengan |a propiedad “P”. Por ejemplo la
propiedad “ser par”, enlosnimeros naturales N, con lainstancias: 2 enlugar dex, s satisface P(x),
porque 2 es par, pero no satisface V' x P(x) porque no todos |os naturales son pares.

27 Decimos que unaférmulaf depende de unahipétesisye 3, enunaderivaciondada - ¢ sy sdlo
s (1) Besyy lajustificacion paraf esque=ye X e conjunto dehipétesis, o bien (2) B estajustificada
como unaconsecuenciadeférmulas anterioresen laderivacidn, por medio deunaregladeinferencia
del sistema, donde al menos una de esas formulas depende dey. Cfr., Mendelson, 1987: 58-59.

130



Un refinamiento del concepto...

dos cosas: primero, tener como derivacion formal algo que no es consecuencia
l6gica y, segundo, tener que agregar una hipotesis extra al enunciado del
Metateorema de la Deduccion.

En lanaocion tradicional de derivacion no existelaposibilidad de aplicar res-
tricciones en €l uso de las reglas de inferencia. Desde luego que hay que distin-
guir entre restricciones a las reglas y restricciones a la aplicacion de las re-
glas. No se trata pues, de posibles restricciones a las reglas mismas, lo cua es
factible con ladefinicidntradicional, pues eso simplemente cambiarialasreglasy
cambiaria, por tanto, las relaciones formales correspondientes a ellas. Nosotros
proponemos poder establecer restricciones al momento de la aplicacion de las
reglas de inferencia, 1o que no depende sblo de las reglas mismas, pues éstas,
como relaciones sobre el conjunto FL de las férmulas no pueden estar variando,
sino que depende ademés del contexto particular de cada derivaciéon y de la
posicién delas formulas dentro de laderivacion en cada caso particular dado. La
convenienciade incluir estas restricciones dependientes del contexto en lade-
finicion misma de sistema axiomatico, es que pueden permitir adaptar mejor la
nocién de derivacion, de modo gque logre mejor su adecuacién a la nocion de
consecuencia logica. El gemplo de Mendelson debe hacer clara esta idea. En
ese caso la definicion particular de derivacion para ese sistema se debe incluir:
0 bien oi se obtiene a partir de férmulas anteriores de la lista por medio de la
aplicacion delaregladeinferenciageneralizacion (GEN), “con larestriccion de
gue lavariable generalizada no tenga presencias libres en hipotesis de las cuales
dependelaférmulaageneralizar” . Ademas, esta definicion de derivacion formal
asi modificada, debe formar parte de la definicion de ese sistema axiomatico
particular.

4. FORMAS NORMALES DE SKOLEM
Con el objeto de dar un segundo ejemplo de la conveniencia de posibles restric-

ciones a la aplicacion de reglas, veremos ahora un resultado de Skolem sobre
ciertas formas normales. Con é justificaré por qué la regla de inferencia SK:

% E| profesor Herbert Enderton comenta lo siguiente: “Curiosamente en su libro, Mendelson no
hace coincidir laeleccion de sistemadeductivo con laeleccion de definicidn de consecuencial 6gica’
(comunicacion personal).
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FSV(o)/o, presentada como uno de los eiemplos de regla de inferencia en la
seccién dos, no es buena,®pero sin embargo si es regular.*® Ahora bien, con
Ciertarestriccion alaaplicacion de estaregla, consideradaen el concepto mismo
de derivacion formal, el efecto es que laderivacion si preserva verdad.

El resultado mencionado que llamaré aqui “teorema de Skolem”, no debe
confundirse con el famoso teorema de Skolem sobre existencia de modelos
numerables para conjuntos de enunciados. El teoremade Skolem es un resultado
referente a una forma especial de férmula asociada a cada formula, llamada la
forma de Skolem de validez de laformula. Larelacion entre unaférmulag y su
formade Skolem de validez asociada, denotada FSV (), esunarelacion estricta-
mente més débil que larelacion de equivalencialégica, pero en suficiencia Gtil
paraqueexistaentre ellasuna“ equivaencia’ a nivel devalidez |6gica. Asi pues,
se cumple que: unaférmulaeslégicamentevdidasi y slo si su correspondiente
formade Skolem de validez también |o es.

En lo que sigue haré precisas estas ideas y daré |os elementos necesarios
para poder enunciar el teorema mencionado.

Cualquier formula g se puede transformar mediante un algoritmo asu “ For-
ma de Skolem de Validez” FSV(p). La FSV () resulta ser siempre existencial
pura, esdecir delaforma(3x,...3x ), dondey esunaférmulasin cuantificadores
Y X,,...,%, Son todas las variables (libres)* de y.

Ejemplos:

FSV(@EyVxQ(x,y)) = 3yQ(f(y).y)
FSV(Vx3yQ(xy)) = JyQ(c.y)
FSV (VxP(x)) =P(c)

A continuacién veremos cémo obtener estas formas normales. La FSV ()
resulta de un proceso algoritmico consistente de los siguientes pasos: (1) intro-
duccion de las negaciones mediante las leyes | 6gicas de la negacion, seguido de
(2) renombre de todas | as variabl es cuantificadas, paraevitar variables repetidas

2 Esdecir, no necesariamente llevade verdad averdad.
% levanecesariamente devalidez | 6gicaavalidez | 6gica
3 Obsérvese que las variables de v, donde y no tiene cuantificadores, son necesariamente libres.
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en cuantificaciones diferentes o variables cuantificadas que aparecen también
libres en otra parte de la formula (si las hay), después (3) obtener la Forma
Normal Prenex (FNP)*y finamente (4) eliminacion de izquierda a derecha de
todos|os cuantificadores universales por “testigos’ que son constantes o funcio-
nes de Skolem.*Este proceso es el dual de otro proceso conocido como
“Skolemizacion” con el cual se genera otra forma normal llamada Forma de
Skolem de Satisfaccion.®

Como resultado de laliminacion de todos|os cuantificadores universales, la
FSV(¢) resulta siempre de la forma (3x,...3x ), donde y es una formula sin
cuantificadores, con variables (libres) x,,..., x,. Hay que hacer notar que aunque
los pasos anteriores hastad de obtener laForma Prenex generan formulas que son
|6gicamente equivalentes a la férmula aplicada y por lo tanto son |6gicamente
equivaentesalaférmulaoriginal, e proceso de Skolemizacién dual o deelimina-
cion de cuantificadores universales no cumple esto, por lo que unaférmulay su
Formade Skolem de Validez no son | 6gi camente equival entes. Sin embargo, cum-
plen una relacion que, aunque mas débil, es muy Util y la podriamos Ilamar
“equivalidez légica”; esdecir, cumplen que: unadeellasesvélidasi y sdlosi la
otraesvdlida. Dicho de otro modo, o las dos son | 6gicamente validas o ninguna
delasdosloes.

Otrosgemplos:

FSV(Vy3axVz -Q(x,y,2) = Ix -Q(x,c, f(X))
FSV(Vx P(X)) = P(c)

%2 Formadeformulaen lacual todos sus cuantificadores (si loshay) estan a principio delaférmula
y cuantifican al resto delamisma.

3 Estasfunciones (llamadas de Skolem) dependen delas variables del os cuantificadores existenciales
anteriores; en caso de no haber cuantificadoresexistencialesanteriores al cuantificador universal que
se esta eliminando, la sustitucion es por una constante (Ilamada de Skolem).

% Cfr. Mendelson, 1987; Enderton, 200; Malitz, 1979 y Amor, 1999. Ladefinicién delaFormade
Skolem deValidez (FSV) podriadarse en términos delaFormade Skolem de Satisfaccion (FSS). Lo
siguiente establece, parael lector interesado, larelacién dual entrelas dosformas normales mencio-
nadas: Si ¢ es una férmula, entonces FSV(9) = FNP[-(FSS(-¢))], asi como FSS(¢p) =
FNP[-(FSV (=¢))]. Paramés detallesy gjemplos de estas formas normales, cfr. Malitz, 1979: 150-
157 y Amor, 1999: 71-88.
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FSV(3x P(x)) = 3x P(X)
FSV (VX Q(xy)) = Q(aly).y)*

Asi, para obtener FSV (@) a partir de ¢, € procedimiento es € siguiente
(indicamos abreviaturas para cada paso): (1)introducir negaciones (—intro);
(2)renombrar variables cuantificadas (renom-var); (3)prenexar todos los
cuantificadores (prenex-cuant);* (4)dual-Skolemizar®” (dsk-Vvar/fsk) donde
“var” es la variable universal eliminaday “fsk” es una constante de Skolem
nueva o una funcion de Skolem nueva. Asi obtenemos FSV(o).

Las equivalencias | 6gicas las denotamos con “ = ”. Hay que recordar que
los pasosdedual Skolemizacion o de eliminacion deuniversales, adiferenciadelos
demas pasos, no preservan equivalencial égica. Comoilustracion, daré un g emplo
del agoritmo para obtener laFSV () a partir de ¢ con las abreviaturas indicadas:

o = [AyVx P(xy) A -3zVxVy Q(z.x,f(y))]

= [AyVx P(x,y) A Vzax3y -Q(z,x,f(y))] =intro
= [3vVw P(w,v) A VZax3dy -Q(zx,f(y))] renom-var
= vVzZaAx3yVw [Pwyv) A -Q(zx,f(y))] prenex-cuant
FNP(p) = avVzaxayVw [P(w,v) A =-Q(z,x,f(y))]
DSk, =3vaxayVw [Pw,v) A ~Q(g(v).x,f(y))] dsk-Vz/g(v)

DSk, =3vax3ay [P(h(v,x,y),v) A =Q(g(v).x,f(y))] dsk-Vw/h(v,x,y)
FSV () = 3vax3ay[P(h(v,x,y).v) A =Q(g(v).x.f(¥))]

Presento enseguida el teorema semantico de Skolem, € cual involucrafor-
mas de Skolem de validez y hace explicitas |as propiedades semanticas ya men-
cionadas, para estos tipos de formas de férmulas.

% Notese que, si la férmula tiene variables libres, esas variables deben ser argumentos de las
funcionesde Skolem.

% Transformar a la Forma Normal Prenex (FNP). Hasta aqui, todas las formulas generadas son
|6gi camente equivalentesentre si.

87 Eliminar deizquierda a derecha cada uno de los cuantificadores universales por unafuncion (de
Skolem) quetiene como argumentos|as variables delos cuantificadores existencial esanterioresala
cuantificacion universal eliminada. El caso de cero argumentos corresponde a una constante (de
Skolem).
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Teorema de Skolem®

I) Para cualquier formula @: ~ [o—FSV(9)]
[1) No para toda formula ¢ = [FSV(9)—o]
[1) Para cualquier formula @: FFSV(p) Sy solosiko

Obsérvese que laFSV de unaformula es implicada | 6gicamente por la for-
mula; es decir, es verdad siempre que laférmulalo sea. Sin embargo, el inverso
no se cumple porgue no son l6gicamente equivalentes. Entonces es posible (en
algunainterpretacion) quelaFSV de unaférmulaseaverdaderay laformulasea
falsa. Esto aclara por qué laregla de inferencia

SK: FSV(p) / ¢

presentada como uno de los g emplos de regla de inferencia en la segunda sec-
cion, no es buena; porgue no necesariamente lleva de verdadero a verdadero.
Para mostrarlo supongamos que S es un sistema axiomético que tiene alareglade
inferencia SK. Obsérvese entonces que P(c) VxP(x) pueslasiguiente deriva-
cionen S lo muestra

1. P(¢) Hipotesis
2. VxP(x) SK 1, pues FSV(VxP(x)) = P(c)

Por otro lado, como un ejemplo para Il es claro que P(c)* VxP(x).*® Asi
pues, dichareglainfiere unaférmulaa partir de otra, de la que no es consecuen-
cialdgica. Sin embargo, laregla SK es regular, ya que necesariamente lleva de
validez |6gicaavalidez |6gicapor I11.

En ladefinicidn de derivacion apartir de un conjunto X, en un sistemaaxio-
matico que tenga como regla de inferencia a la regla SK, podemos poner una
restriccion alaaplicacion de dichareglaaformulas en laderivacion. Larestric-
cion es: no se aplique SK a formulas de 2 o a formulas que dependan de
férmulas deX. Esto significa que no se permite la aplicacion de laregla SK a
hipétesis ni aférmulas que dependen de hipdtesis.

% Cfr., Mdlitz, 1979: 157; Amor, 1999: 85-86.
% Por gjemplo interpretando a P como “ser par” y ac como el nimero 2, en los nimeros natural es.
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Desde el punto de vista sintéctico no es necesario explicar el por qué de una
reglani de unarestriccién en su aplicacion. Sin embargo, desde un punto devista
intuitivo, paralaintencién que setiene, esta explicacion puede darse para enten-
der el por qué de unarestriccion. Para el caso que nos ocupa, larestriccion ala
aplicacién de laregla SK se impone para prevenir €l paso de una hipétesis que
puede ser verdadera a una inferencia que puede ser falsa.

Algo similar sucede en la |6gica modal con la regla de inferencia de
necesitacion (RN), que es lainferencia de: [Jo (¢ es necesaria) a partir de ¢.
Por gjemplo, en enfogques semanticos de lal égicamodal*° se establece lo siguien-
te: Si = ¢ entonces ~ [Jo, pero# [@ — [Jo]; y en enfoques sintécticos* se
establece la regla de necesidad (RN) como: si ¢ es un teorema (del sistema
modal) entonces puede derivarse sintacticamente que [] ¢ también lo es. La
restriccién ala aplicacion de esta regla consiste en que no haya hipétesis en la
prueba. Que esta restriccion es necesaria, es obvio por e hecho de que en otro
caso, se podria derivar (o— [Jo)*

En forma analoga, en nuestro caso con la regla SK, la inferencia de ¢ a
partir de FSV (), cumple que: si = FSV(¢) entonces = @, pero [FSV (9)— ¢].
Asi pues, larestriccion de no aplicar esta regla a hipotesis ni a formulas que
dependan de hipétesis, evitaaplicarlaaformulas que no sean |6gicamente validas
0 gue ho sean teoremas formales y, por tanto, evita perder labondad de lainfe-
renciaapartir de hipétesis.

5. LANOCION PROPUESTA DE SISTEMA AXIOMATICO

Lanocion de derivacion que enseguida propongo si incluye ciertamente la posi bi-
lidad de especificar restricciones, dependientes del contexto, ala aplicacién de
las reglas de inferencia dentro de derivaciones del sistema axiomatico.

Pero es claro que, en ese caso, la definicion de derivacion no puede ser
general paratodos |os sistemas axiométicos y mas aln, que modifica el sistema
en cuestion, por lo cual necesariamente debe ser parte de la definicidén mismade
sistemaaxiomatico. Ademas, debemos conservar ladecidibilidad enlaaplicacion

4 Cfr., Chellas, 1980: 7y 14.
4 Cfr., Orayen, 1995: 306.
42 Cfr., Gamut, 1991: vol. 11, 28
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de las reglas por o cual las posibles restricciones también deben ser efectiva-
mente decidibles.
Definicion. Unarestriccion ala aplicacion de unaregla de inferencia a formu-
las es una condiciédn, especificada de modo preciso, que deben satisfacer laregla
y lasformulas, y que involucra ala derivacion considerada en el contexto de la
aplicacion delareglay que debe ser decidible.

Asi pues, nuestra definicion de sistema axiomatico queda propuesta de la
siguiente manera.
Definicién. Un sistema axiomatico S esta dado por o siguiente:

a Un conjunto decidible® A, finito o infinito de férmulas. Lasformulasde A se
Ilaman losaxiomasde S.

b Un conjunto finito RI dereglas de inferenciadecidibles* de S.

¢ Unadefinicién de derivacion formal de unaférmulao apartir de un conjunto
deférmulasX, queesunalistafinitadenférmulasay, . . ., on, conn>1, tales
queon=oy paratodai (1<i<n), obien aiesunaxiomade S o bien, ai,esuna
formuladeX,*® o bien, oi se obtieneapartir deférmulasanterioresdelalistapor
medio deagunaregladeinferenciadel conjunto RI delasreglasdeinferencia
de S y laaplicacién de tal regla puede tener o no restriccionesy en caso de
tenerlas éstas deben ser efectivamente decidibles. Si existetal derivacion for-
mal, esto se denotacon X hoc y selee “o esderivable apartir de X en €
sistemasS’.

En el inciso c¢) es exactamente donde esta la diferencia entre esta definicion
propuestay ladefinicion tradicional, y si laaplicamos como se dijo, alarestric-
cion de laregla GEN en € sistema de Mendelson, tendremos un nuevo sistema
gue tendra las dos ventajas mencionadas en la seccion tres. Si laaplicamos ala
restriccion mencionada de la regla SK en un sistema que tenga esa regla, se
evitara tener derivaciones atribuidas a esa regla, que no sean consecuencias
|6gicas como se vio en la seccidn cuatro.

4 Para cada formula debe haber un procedimiento efectivo para decidir si laférmula es o no un
axioma

4 Para cadaregladebe haber un procedimiento efectivo paradecidir si unaférmulaes consecuencia
0 no, de otras férmulas por medio dedicharegla

4 En este caso decimos que i es una hipétesisde X.
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Esta es la definicion que propongo y creo que es una aportacion para €
objetivo de tener sistemas formal es més adecuados a la nocion de consecuencia
l6gica

Si hago una comparacion de las dos definiciones, podriadecir que esta defi-
nicion es un “refinamiento” de la definicién tradicional, en el sentido de que un
sistemaaxiomatico con ladefinicidn tradicional cumple con estadefinicion, pero
un sistema axiomético con dichadefinicion no necesariamente cumpl e ladefini-
ciontradicional.

CONCLUSIONES

Expuse ladistincion tradicional entre semantica y sintaxisy presenté las nocio-
nes sintacticas de: sistema axiomético, axioma, reglade inferenciay derivacion
formal. De ésta Ultima comparé ladefinicion tradiciona y lamia. Justifiqué por
gué estas nuevas definiciones de derivacién formal y de sistema axiomatico son
més convenientes, si la intencion es adecuar la nocion de derivacion con la de
consecuencialégica, de un modo masfino.

Estos resultados y esta concepcion refinada del concepto de sistema axio-
matico, nos ayudaron a encontrar una nueva prueba del teorema de correctud-
completud extendido de Godel paralaldgica clésica de primer orden.* Esta es
una prueba de tipo semantico, es decir: se define con un enfoque seméantico un
sistema axiomético ad hoc para € que las derivaciones formales sean precisa-
mente las consecuencias | 6gicas. Laprueba se hace sin trabajar dentro del siste-
ma dado, sino usando sdlo sus propiedades semanticas, asi como € teorema
semantico de compacidad y otros resultados semanticos, como también | os teo-
remas de Skolemy el de Herbrand.*” Dimos pues un sistema axiomético particu-
lar en este sentido refinado, llamado MA, de modo tal que fue determinante en su
definicion el hecho detener unarestriccion dependiente del contexto, alaaplica-
cién de unade las reglas de inferencia de dicho sistema, para que éste cumplala
correctud y lacompletud extendidas;*® es decir, que paratodo X U { ¢} secumpla:

2,0 dSysilos Xk

4 Godel, 1986ay Godel 1967.

47 Nos referimos a versiones semanti cas de estos teoremas, cuya prueba es puramente semanticay
que obviamente no presupone el teorema de completud.

4 Cfr., Amor, 2001.
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El objetivo fue adecuar mejor €l concepto de sistemaaxiomético alanocion
semantica de consecuencialégicay en ese sentido he propuesto una definicion
alternativa y no ortodoxa de sistema axiomatico, pero que cae completamente
dentro delalégicaclésica. Losdos g emplos presentadosy los resultados comen-
tados anteriormente, muestran la utilidad de este refinamiento del concepto de
sistema axiomético para adecuar mejor el concepto sintéctico de derivacion for-
mal alanocion semantica de consecuencialdgicaclésica.
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