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Resumen: Se describe el ‘método de superposicién’ a través del uso singular del
diagrama, pero corresponde estudiar este tltimo en el contexto de la cooperacién
visual-lingiifstica, es decir, en el marco de la heterogeneidad expresiva inferencial-
mente relevante, caracteristica de la demostracién euclidiana. El propésito de este
articulo es entonces examinar aquel método en detalle, en particular, su trama
argumentativa, haciendo justicia a esa modalidad heterogénea o mixta. Dicho
examen identifica dos rasgos sobresalientes: a) un uso inferencial original del dia-
grama (sistemdticamente contrabalanceado por la contribucién lingiifstica), y b)
una conciencia precisa de los limites deductivos de tal asociacién.
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n el contexto de la demostracién geométrica tradicional basada en dia-

gramas, el ‘método de superposicién’ es perfectamente identificado.! En

general, se describe a través del uso singular de la figura o el diagrama. Asi
lo hace Robin Hartshorne, destacando su ajenidad a la estructura proposicional
del sistema euclidiano y la peculiar operacién diagramdtica que supone:

Hay otra situacién en la que Euclides usa un método que no es explicitamente
autorizado por sus axiomas. Nada en los Postulados o las Nociones Comunes dice
que podemos tomar una figura y moverla a otra posicién. A esto lo llamamos el

método de superposicion. (Hartshorne, 2000: 33)

Heath subraya el movimiento, es decir, la especifica y caracteristica movili-
zacién de la figura asociada al método: “La fraseologia de las proposiciones, por
ejemplo 1.4 y 1.8, en las que Euclides emplea el método indicado, no deja lugar
a dudas de que consideraba una figura como realmente movida y colocada sobre
la otra” (1908: 225). Luego de ilustrar su énfasis evocando la demostracién del
teorema 1.4 de los Elementos, agrega:

Al mismo tiempo, estd claro que a Euclides no le gusta el método y lo evita siempre
que puede, por ejemplo, en 1.26, donde prueba la igualdad de dos tridngulos que
tienen dos dngulos respectivamente iguales a dos dngulos del otro y un lado de uno

igual al lado correspondiente del otro. (Heath, 1908: 225)

Este autor sefala que tal renuencia euclidiana no encuentra respaldo en ob-
jeciones explicitas planteadas por los “gedmetras antiguos” (Heath, 1908: 225);
siguiendo esta idea, Paolo Mancosu advierte que no se encuentran criticas a la
legitimidad del método hasta mediados del siglo xv1. Sus comentarios en relacién
con las objeciones de Peletier y Candalla parecen ubicar la disconformidad de
estos en la singular intervencién diagramdtica, en especial, en la apelacién al “mo-
vimiento”; un punto principal consiste en el cuestionamiento a su cardcter mds
“mecdnico” que propiamente “geométrico” (Mancosu, 1996: 28 y ss.). Algunas
de las defensas ante tales criticas, referidas por Mancosu, parecen centrarse en

1 Por ejemplo, Heath (1908: 225) refiere a su uso por parte de Euclides.
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vindicar el cardcter “intelectual” y no “mecdnico” de la superposicion. Asi cita este
autor el siguiente pasaje de Clavius (respondiendo a Peletier):

Puesto que ¢l no parece haber entendido de manera satisfactoria cémo los ged-
metras usan esa superposicién. Porque no quieren que esa superposicion se realice
en la realidad (pues eso serfa algo mecdnico), sino sélo en el pensamiento y en la
mente, que es tarea de la razén y del intelecto. (Mancosu, 1996: 30)

En consecuencia, tanto quienes atacan el método de superposicién, como
quienes lo defienden, parecen concentrarse en la contribucién diagramitica: para
objetarla o para vindicarla. Ese énfasis se encuentra plenamente justificado. Pero
scudl es precisamente el papel del diagrama en dicho método? Asumiré que el es-
tilo deductivo euclidiano apela (desde el punto de vista expresivo) a la conjuncién
de los componentes visual y verbal, resultando relevante tal formato comunica-
cional, desde el punto de vista inferencial. El diagrama representa asi (actuando
de manera cooperativa con el lenguaje) un recurso protagénico de la demostra-
cién. Luego debe estudiarse su contribucién no insularmente, sino en interaccién
con su contrapartida textual o lingiiistica. El propésito de esta nota es, prestando
especial atencidn a tal pertinente heterogeneidad, examinar en detalle el método
de superposicién. Desde esta perspectiva, al estudiar cémo Euclides emplea tal
método (en 1.4, 1.8 y I11.24) sobresalen dos rasgos: a) un uso inferencialmente
original y preeminente del diagrama “contrabalanceado” por la contribucién lin-
giifstica, y b) una conciencia precisa de los limites deductivos de esta articulacién
y su mitigacién (sistemdtica) por el recurso a una estrategia demostrativa comple-
mentaria, a saber, la reduccién al absurdo. El advertir estos rasgos quizd permita
en el futuro elaborar (bajo una nueva luz) una respuesta a la cuestién de la solidez
de dicho método que haga justicia a la prictica euclidiana.

El itinerario expositivo es el siguiente. En los apartados 1, 2 y 3 se repro-
ducen y estudian, respectivamente, 1.4, 1.8 y I11.24 —nicos ejemplos (como es
conocido) de uso del método por parte de Euclides en Elementos—. Este examen
comparativo arroja como resultado la identificacién de una estrategia inferen-
cial heterogénea compartida y definida. En el apartado 4 se razona tal método
atendiendo a su dimensién constructiva y, en especial, a la articulacién de esta
con la Nocién Comun 4 (NC4). Finalmente, el tltimo apartado sugiere un
problema: comprender la robustez normativa del método en términos de la
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préctica euclidiana. La respuesta quizd podria surgir de esta descripcién atenta a
su sofisticado equilibrio expresivo e inferencial.

1

Probablemente la lectora, el lector posea una intuicién razonablemente precisa
de aquello que se quiere captar a través de la nocién de “heterogeneidad inferen-
cial”, en el contexto de la demostracién basada en diagramas.” No obstante, una
aproximacién mds precisa a dicho concepto resultard beneficiosa para los exdme-
nes siguientes. Por “heterogeneidad expresiva” se entiende la concurrencia de me-
dios expresivos visuales y lingiiisticos a los fines comunicacionales. En el contexto
especifico de la demostracién matemdtica, tal heterogeneidad puede constituirse
en un recurso esencial desde el punto de vista deductivo, en tales casos, se habla
de “heterogeneidad inferencial”.> Nétese que, consecuentemente, tal predicado
no debiera aplicarse (en forma aislada) ni a la expresién de la demostracién, ni
a su estructura.* El foco corresponderia que se centrara en la articulacién o el
vinculo. Desde este dngulo, la comprensién de la demostracién (qua inferencia)
auspicia una atencién decidida a la inteligencia de aquellos planos. Asi, al andlisis
de grano fino estructural (reconocido desde siempre como valioso en términos
epistémicos), se agrega ahora el discernimiento de la trama expresiva, vindicada

2 Las expresiones “basado en diagramas”, “diagramdtico”, “que apela o usa figuras” y similares,
aplicadas a raciocinios o demostraciones, se usardn aqui como equivalentes; esta salvedad se
establece para evitar confusiones, pues en algin caso no se entienden asi en la literatura. Para
Danielle Macbeth (2010: 250 y ss.) el razonamiento euclidiano, en particular, es “diagramdtico”
mds que “basado en diagramas”.

3 Laintroduccién del contraste entre heterogeneidad expresiva e inferencial se encuentra en Seoa-
ne (2016); la caracterizacién de esta tltima nocion sigue de cerca lo expuesto en Seoane (2021).

4 Diversos autores (con diferente terminologia) han llamado la atencién acerca del contraste entre
estructura y expresion de una demostracién. Por ejemplo, Oswaldo Chateaubriand escribe: “O
bien se dice que las secuencias lingfiisticas usadas en la comunicacién de las demostraciones son las
demostraciones, o bien se dice que describen demostraciones, o indican demostraciones, o comuni-
can demostraciones” (2005: 284). Marcus Giaquinto, en un sentido andlogo, observa: “Debemos

distinguir entre una demostracién y una presentacion de una demostracién” (2008: 24).
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como relevante en términos cognitivos. En particular, fenémenos como la inte-
raccién gréfico-verbal reclaman aqui una atencién cuidadosa. Sin embargo, esta
atencién a la dimensién comunicativa o medidtica no desdibuja la preocupacién
bidimensional central: la articulacién expresién/estructura. El examen de las de-
mostraciones especificas que siguen refleja esta sensibilidad metodolégica.

A continuacidn, reproduciré la demostracién de 1.4 y discutiré la aplicacién
del método de superposicién con cierto detalle. El teorema en cuestién dice:®

Si dos tridngulos tienen dos lados del uno iguales a dos lados del otro y tienen igua-
les los dngulos comprendidos por las rectas iguales, tendrdn también las respectivas
bases iguales, y un tridngulo serd igual al otro, y los 4ngulos restantes, a saber: los
subtendidos por lados iguales, serdn también iguales respectivamente.

La demostracién es como sigue:

Sean ABT, AEZ, dos tridngulos que tienen los dos lados AB, AT iguales a AE,
AZ, respectivamente, es decir AB a AE y AI' a AZ, y el dngulo BAT igual al
dngulo EAZ.

Digo que también la base BT es igual a la base EZ y que el tridngulo ABI serd
igual al tridngulo AEZ y los dngulos restantes, subtendidos por los lados igua-
les, serdn también iguales respectivamente, es decir, el (dngulo) ABI (igual) al
(dngulo) AEZ, y el (dngulo) AI'B (igual) al (4ngulo) AZE.

5 En general, se reproduce la traduccién de Marfa Luisa Puertas Castafios tal como aparece en

Euclides, 1991. Se ha consultado as{ mismo la cldsica traduccién de Heath, 1908.
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Pues si se aplica el tridngulo ABT al tridngulo AEZ y el punto A se coloca sobre
el punto Ay la recta AB sobre la recta AE, coincidird también el punto B sobre
el punto E por ser igual AB a AE; al coincidir también AB con AE, la recta AT
coincidird también con AZ por ser igual el angulo BATI" al EAZ; de modo que
también el punto I' coincidird con el punto Z por ser igual a su vez AT a AZ.
Pero también el punto B habia coincidido con el punto E; de modo que la base
BT coincidird con la base EZ [pues si habiendo coincidido el punto B con el
punto E y el punto I' con el punto Z, no coindice la base BI' con la base EZ,
dos rectas encerrardn un espacio; lo cual es imposible. Por tanto, coincidird
la base BI" con la base EZ] y serd igual a ella [NC4]; de modo que también
el tridngulo entero ABT coincidird con el tridngulo entero AEZ y serd igual a
él, y los dngulos restantes coincidirdn con los dngulos restantes y serdn iguales
a ellos, el (dngulo) ABT al (4ngulo) AEZ y el (4ngulo) AI'B al (dngulo) AZE.
Por consiguiente, si dos tridngulos tienen dos lados del uno iguales a dos
lados del otro y tienen iguales los dngulos comprendidos por las rectas iguales,
tendrdn también las respectivas bases iguales y un tridngulo serd igual al otro, y
los dngulos restantes, a saber: los subtendidos por lados iguales, serdn también

iguales, respectivamente. (Que es lo que habia que demostrar.)

En el andlisis de la prueba se distinguen cuatro etapas o momentos. El pri-
mero se caracteriza por la peculiaridad del entramado heterogéneo, donde el dia-
grama es manipulado en forma abstracta, a los efectos de respaldar las primeras
aserciones de coincidencia. La descripcién de la accién de superponer o aplicar el
tridngulo ABT al tridngulo AEZ, el punto A sobre el punto A y la recta AB sobre
la recta AE apela a una suerte de dindmica diagramdtica. Por supuesto, esta expre-
sién es una metdfora, pero permite captar bien dos ideas fundamentales: el recur-
so descripto (en forma heterogénea) refiere a la manipulacién diagramdtica (no
al diagrama estdtico), y la dindmica ocurre (desde un punto de vista fenomenol6-
gico) no en el plano fisico, sino mental o abstracto. En ella, el protagonismo de
la figura resulta notorio, pero el papel del texto (que introduce la dindmica y sus
alcances precisos) deviene asi mismo esencial. Esta articulacién texto-diagrama
forma parte de la originalidad expresiva de esta modalidad heterogénea; los dia-
gramas correspondientes a ambos tridngulos no son explotados inferencialmente
apelando a propiedades de su presentacién “estdtica’ (como, por ejemplo, cuando
se usa el diagrama para respaldar la asercién de que una figura es parte de otra),
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sino para apoyar a la operacién mental de “traslacién” o “aplicacién” de uno sobre
el otro, es decir, a cierta “dindmica” abstracta que obra cooperativamente desde
el texto. En este primer momento, al diagrama le corresponde un cierto trabajo
inferencial particular (por supuesto, no en solitario): legitimar la coincidencia de
A sobre el punto Ay la recta AB sobre la recta AE. Su aporte consiste en la especi-
ficacién precisa del significado secuenciado (via lingiiistica) del “hacer coincidir”
general; tal especificacién es suficientemente informativa como para permitir el
desarrollo adecuado de la trama demostrativa en este estilo comunicacional. El
diagrama colabora asi en la delimitacién de una posibilidad especifica, de un mo-
vimiento particular de la figura en cuestién. Podria describirse con mayor detalle
el papel del diagrama (reparando en el cardcter condicional del aserto euclideo)
mids que justificando (al modo tradicional, un paso), legitimando o respaldando
de manera informativa una posibilidad, a los efectos de explotarla inferencial-
mente.® Imaginese la lectora o el lector la comprensién de la prueba en ausencia
de los diagramas, sin interaccién heterogénea.

En seguida, se abre una segunda etapa, donde la trama demostrativa combina
lo que aqui denominamos “premisas de coincidencia”’ y “premisas de igualdad”,
con el fin de respaldar aserciones de coincidencia. Esta estrategia demanda, en la
justificacién de la coincidencia, un respaldo que excede el recurso diagramdtico:
las premisas de igualdad involucradas no se pueden justificar por esa via. Estu-
diemos tal estrategia en detalle. Para respaldar la coincidencia del punto B con el
E no es suficiente apelar al diagrama: se requiere una “premisa de igualdad”. Asi,
en la trama demostrativa euclidiana, tal coincidencia resultara de las relaciones
que respalda la operacién diagramdtica mds la igualdad de AB y AE. La igualdad
de los segmentos (fundada lingiiisticamente) mds las “premisas de coincidencia”
(fundadas en el diagrama) permiten respaldar (de manera heterogénea) la conclu-
sién de la coincidencia del punto B con el E. Visto desde otro dngulo: tampoco la

6 Agradezco al arbitraje anénimo una muy aguda observacién: sno deberfa el diagrama colaborar
mds en la justificacién del condicional correspondiente, que en la del antecedente? La respuesta
es si. El punto es que tal aporte se hace a través de la especificacion inferencialmente relevante
de una posibilidad lingiiistica ya establecida. Esto puede expresarse como una labor de respaldo
o legitimacién del antecedente (por cierto, gua posibilidad) por parte del diagrama, suficiente

para permitir respaldar el condicional.
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premisa de igualdad sola permite alcanzar la conclusién de coincidencia; convie-
ne retener este aspecto. La combinacién de recursos gréficos y lingiiisticos otorga
al método de superposicién una regimentacién que el acento exclusivo en su
originalidad visual no permite apreciar con facilidad.

Un esquema cooperativo semejante se repite en la demostracién de la coin-
cidencia de las rectas Al y AZ. La premisa de coincidencia serd, en este caso, la
coincidencia de AB con AE —informacién extraida de la operacién diagrama-
tica—. La premisa de igualdad resulta aqui la igualdad de los dngulos BAT y
EAZ —informacién, obviamente, extraida del texto—. Es decir, ni la premisa de
coincidencia, ni la de igualdad por si solas permiten la conclusion.

Repdrese ahora en la tercera instancia del esquema, la conclusién: el punto T
coincidird con el Z. La justificacién se conforma con la premisa de coincidencia
(AT coincide con AZ) miés la premisa de igualdad (AT es igual a AZ). Advierta,
la lectora/el lector, que siguiendo el texto, no basta la coincidencia de AI' con
AZ para mostrar la coincidencia de los puntos, por ello interviene la premisa de
igualdad, asimismo tampoco es suficiente la premisa de igualdad, para el éxito
inferencial se requiere la premisa de coincidencia (previamente demostrada).

Se puede aislar ahora la estrategia comun al “bloque” compuesto por estos
tres procesos argumentales. Examinados desde el punto de vista puramente ex-
presivo, resalta la movilizacién de recursos heterogéneos. Si se los examina desde
el punto de vista argumentativo, tal heterogeneidad expresiva se revela elocuen-
temente inferencial. El punto de arribo: conclusién de coincidencia. ;Cudles son
sus premisas? Premisa(s) de coincidencia (cuyo respaldo involucra el diagrama) +
premisa de igualdad (de justificacién textual).

Ahora ingresamos en una tercera etapa, cuya caracteristica fundamental con-
siste en apelar a la estrategia del absurdo, exhibiendo la limitacién de las premisas
de coincidencia (por si solas) para respaldar la asercién de coincidencia requerida.
Llegados a este punto de la trama demostrativa euclidiana, aparece una novedad
interesante: se ha probado que coinciden los puntos B y E, asi como I' y Z, es
decir, dos premisas de coincidencia. Se trata de demostrar la conclusién siguien-
te: BI' coincide con EZ. Si se aplica el esquema caracteristico del bloque inme-
diatamente anterior, se enfrenta un problema: falta la premisa de igualdad. Por
supuesto, si se supiera que BI' y EZ son iguales, la dificultad estaria solucionada:
una estrategia andloga a las anteriores permitiria arribar a la conclusién deseada de
coincidencia. Pero no es el caso. ;Cémo sortear esta limitacién? La interpolacién
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ofrece la respuesta: una argumentacién por el absurdo.” A partir de asumir que no
coinciden, se desemboca en el absurdo que representa el diagrama, a saber: que
“dos rectas encierren un espacio’. Independientemente de la fuente que permite
aseverar esta imposibilidad, el trdnsito discursivo explicito desde la suposiciéon a
esta tltima cldusula se apoya de manera inequivoca en la informacién diagrama-
tica (aunque de nuevo tampoco en forma exclusiva). Esta argumentacién permi-
tirfa afirmar luego la coincidencia entre BI' y EZ. Se cierra asi este tercer tramo de
la demostracién, que apela significativamente a la reduccién al absurdo.

La cuarta y dltima etapa se define por el protagonismo de NC4: la nocién
comun legitima el pasaje directo de la asercién de coincidencia a la de igualdad.
En primer término, dada la coincidencia entre BI' y EZ, via NC4, se llega al pri-
mer resultado del teorema: que las “respectivas bases” son iguales. Adviértase que
se tiene la coincidencia de los tridngulos y aplicando NC4, se obtiene que son
iguales; y la coincidencia de los dngulos, y aplicando NC4, se llega a la igualdad
de los mismos.

2

Antes de analizar el segundo ejemplo, revisaré la demostracién de 1.7, pues su re-
sultado posee un papel decisivo en la prueba de 1.8 y el tipo de control argumental
que exhibe (apelando en forma decisiva a la extraccién de informacién co-exacta
del diagrama) permite apreciar mejor los mecanismos de control en obra.

El teorema 1.7 afirma

No se podrdn levantar sobre la misma recta otras dos rectas iguales respectivamente
a dos rectas dadas, de modo que se encuentren en dos puntos distintos por el mis-
mo lado y con los mismos extremos que las rectas dadas.

La demostracién parte de la suposicién de la negacién de lo que se pretende
demostrar. Es decir, serfa posible levantar las dos rectas AA y AB iguales respectiva-
mente a las rectas AT, I'B que se encuentren en I' y A distintos, por el mismo lado.
Asi T'A serd igual a AA y T'B igual a AB y se traza I'A:

1 La justificacion de considerar dicho texto como interpolacién puede leerse, por ejemplo, en

Heath (1908: 249).
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A B

Como AT es igual a AA, ATA es igual a AAT (son dngulos de la base de un tridn-
gulo isésceles) pero, como informa el diagrama, AI'B estd incluido en AI'A y, dado
que este ultimo dngulo es igual a AAT, AAT es mayor que AT'B. Luego I'AB es
mayor, como informa el diagrama, AATI" y, dado que AATI" es mayor que AT'B, por
lo tanto, 'AB es mayor que AI'B. Pero como I'B y AB son iguales, AI'B y 'AB son
iguales (nuevamente por 1.5). Pero entonces se tiene que FAB y AI'B son iguales
y 'AB es mayor que AI'B, lo cual es absurdo. Por lo que queda probado lo que se
pretendfa.

Se ha subrayado la contribucién del diagrama a la economia heterogénea
inferencial; se trata de la intensa explotacién de las relaciones parte-todo, capta-
das en el diagrama —atribuciones con tal fundamento son, paradigmdticamente,
aquellas que Kenneth Manders denomina “co-exactas”™—. Se pide a la lectora, el
lector que guarde esta observacién para el momento de evaluar el tipo de control
que gobierna el uso del método de superposicién —dado el papel central que 1.7
juega en la demostracién de L.8.

Ahora si, me concentraré en dicho teorema:

Si dos tridngulos tienen dos lados del uno iguales respectivamente a dos lados del
otro y tienen también iguales sus bases respectivas, también tendrdn iguales los

dngulos comprendidos por las rectas iguales.

La demostracién es la siguiente:
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Sean ABT, AEZ dos tridngulos que tienen los dos lados AB, AT iguales, respectiva-
mente, a AE, AZ, (es decir) el lado AB al lado AE y el lado AT al lado AZ; y tengan
también la base BI' igual a la base EZ.

Digo que el dngulo BAT es también igual al dngulo EAZ.

DPues si se aplica el tridngulo ABT al tridngulo AEZ y se pone el punto B sobre
el punto E y la recta BT sobre la recta EZ, coincidird también el punto I' con el
punto Z por ser igual BI' a EZ; y al coincidir BI' con EZ coincidirdn también BA,
I'A con EA, AZ.

Pues si coincide la base BI" con la base EZ y los lados BA, A" no coinciden con
los lados EA, AZ sino que se desvian como EH, HZ, podrén ser construidas sobre
una misma recta otras dos rectas iguales respectivamente a dos rectas dadas que se
encuentren en puntos distintos por el mismo lado y con los mismos extremos. Pero
no pueden construirse [I, 7]; por tanto, no es posible que, aplicada la base BI" a la
base EZ, no coincidan los lados BA, AT con los lados EA, AZ. Luego coincidirdn;
de modo que también el dngulo BAT coincidird con el dngulo EAZ y serd igual a él.

Por consiguiente, si dos tridngulos tienen dos lados del uno iguales respectiva-
mente a dos lados del otro y tienen las bases respectivas iguales, también tendrdn
iguales los dngulos comprendidos por las rectas iguales. Q. E. D.®

8 Estaes la abreviacién de “quod erat demonstrandum” que significa “que es lo que habia que de-
q q g q q q
mostrar” y que cierra las demostraciones de los teoremas. Aparece en los casos en que reproduzco

la demostracién, no en aquellas oportunidades en que la parafraseo.
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Quizd cause sorpresa la similitud estructural del comienzo de la demostra-
cién. Se trata de aplicar o hacer coincidir el tridngulo ABT con el AEZ, el punto
B con el E y la recta BT con la EZ, exactamente de forma andloga a la operacién
diagramdtica que caracteriza el comienzo de la demostracién de 1.4. Se podria
agregar la misma observacién que en 1.4 acerca de la complicidad heterogénea:
el respaldo diagramdtico al antecedente (por supuesto, no en solitario) supone
especificar una posibilidad de aplicacién de un tridngulo sobre el otro, segmen-
tado por la intervencién lingiiistica, y, este es el punto mds importante, de modo
inferencialmente rico, para demostrar el condicional relevante, es decir, el primer
bloque antes identificado. Nétese que pueden hacerse los mismos comentarios
aqui respecto a los planos expresivo e inferencial que los antes efectuados.

Ahora el segundo bloque. Al igual que en 1.4 la coincidencia de los puntos
(T y Z, en este caso) no puede respaldarse exclusivamente por las premisas de
coincidencia arriba identificadas; es necesaria una premisa de igualdad, a saber:
BI es igual a EZ. Conclusién: la coincidencia de I' y Z. Premisa de coincidencia
(entre segmentos) mds premisa de igualdad (entre segmentos) permiten afirmar
coincidencia (entre puntos). En el andlisis de 1.4 y 1.8, el acento se ubica en el
complemento o fortalecimiento de la premisa de coincidencia (de justificacién
esencialmente diagramdtica) por parte de la premisa de igualdad (de justifica-
cién lingiiistica) para resaltar el efecto de “control” o “balance” lingiiistico sobre
la contribucién diagramdtica. Sin embargo, de modo andlogo a lo sehalado en
1.4, también se llama la atencién sobre otro aspecto de especial importancia: la
insuficiencia de la premisa de igualdad para, por si sola, arribar a la conclusién
pretendida. Asi culmina el segundo bloque.

En la tercera etapa hay un punto desafiante: ;cémo respaldar las dos asercio-
nes de coincidencia requeridas? Para justificar la coincidencia de BA con EA y TA
con AZ, puede conjeturarse una estrategia que apele a determinadas premisas de
coincidencia e igualdad. Pero, obviamente, no se cuenta con esa informacién. De
nuevo, la respuesta, ante la ausencia de premisas que puedan permitir el trdnsito a
las conclusiones de coincidencia, es estructuralmente la misma que en el caso de
I.4: la reduccién al absurdo. Aqui la hipétesis del absurdo es exactamente (podria
decirse) la hipétesis de la demostracién por absurdo de 1.7. Se advertird que la
figura que retrata tal hipdtesis en 1.8 es la misma (salvo diferencias inesenciales)
que sirve a la demostracién de 1.7. En pocas palabras: la demostracién de 1.7
(cuya prueba exhibe una manifiesta naturaleza heterogénea) resuelve la dificultad.
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Un punto interesante a resaltar es la necesidad de asegurar la coincidencia (y la
igualdad por NC4) de los “extremos” relevantes, a los efectos de aplicar 1.7, y este
trabajo lo hace prolijamente el método de superposicién. Se puede concluir asi la
coincidencia de BA con EA y I'A con AZ. Puesto que de manera respectiva coinci-
den estos lados, se pasa a la coincidencia de los dngulos correspondientes, es decir:
BAT y I'AZ. Este trénsito parece desmentir los desarrollos previos; una suerte de
“memoria demostrativa’ colabora en la comprensién del punto: la coincidencia
de lados permite arribar de forma directa a la de los dngulos, pero este resultado
se desencadena apoydndose en una premisa de igualdad provista lingiiisticamente
(la de las bases de los tridngulos en cuestién).

En la cuarta etapa, ya que coinciden los dngulos, se pasa via NC4 a la igual-
dad correspondiente, es decir: el dngulo BAT es igual al TAZ. La aplicacién de
NC4 no aparece explicita en el texto de Euclides, pero esto es frecuente. Asi, la
demostracién de 1.8 (al igual que la de 1.4) observa la secuencia de las cuatro
etapas examinadas.

3

Conforme se avanza en la lectura de los Elementos, las demostraciones suelen
sustentarse en una arquitectura sofisticada de resultados previos; un andlisis como
el presentado aqui no obliga a una reconstruccién exhaustiva de tal red, pero
se beneficia de examinar los nodos esenciales. En este sentido, parece razonable
retratar algunos de los apoyos fundamentales que sostienen la demostracion del
teorema II1.24 (en particular, la reduccién al absurdo que alberga) via el diagrama
siguiente:

III.10 I11.23

—— 1124

Por supuesto, no se trata de captar la roralidad de la red, por ejemplo, ella
incluye II1.5, pues juegan un papel protagénico en la prueba de I1I.10, asi como
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1.16, esencial en la demostracién por absurdo que permite probar I11.23. No obs-
tante, una revisién rdpida de las demostraciones de I11.10 y III.23 permite apre-
ciar el tipo de control que balancea (al igual que en los casos estelares discutidos
en los apartados 1y 2) la apelacién diagramdtica.

El teorema I11.10 expresa:

Un circulo no corta a otro circulo en més de dos puntos.

Su demostracién incluye la figura siguiente:

La prueba es por absurdo. Sean ABI" y AEZ los circulos en cuestién; supéngase los
puntos B, H, Z, © son aquellos en que se cortan tales circulos. Usando el Porisma
de III.1, ya que en ABT la recta AT divide en partes iguales la recta BO formando
dngulos rectos, el centro de ABI estd en AI'. Como en el mismo circulo, la recta
NE divide en partes iguales la recta BH formando dngulos rectos, por el Porisma
de III.1, el centro de ABT estd en NE. Luego tal centro estd en NE y en AT, es
decir, es O. De igual modo, se demuestra que O es el centro de AEZ. Asi se tendria

que el mismo punto (O) es el centro de los dos circulos que se cortan. Pero esto es
absurdo, por III.5.

Esta demostracién es inferencialmente heterogénea y, en consecuencia, tal
serd la naturaleza del control que impondrd, asi como respeta el diagrama (en la
dindmica referida) la divisidn del trabajo propuesta por Manders. Observaciones
semejantes pueden formularse sobre II1.23. Tal teorema afirma que:

Sobre la misma recta no se podrdn construir dos segmentos circulares semejantes y
desiguales en el mismo lado.
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Su demostracién incluye la figura siguiente:

A

=}

De nuevo, la demostracién es por absurdo. Si fuera posible, sean los seg-

mentos circulares semejantes y desiguales AI'B y AAB construidos sobre la recta
AB. Como AI'B y AAB son semejantes, por definicién, admiten dngulos iguales.
Luego los dngulos AI'B y AAB serdn iguales, es decir, el dngulo externo serd igual

al interno, pero esto es absurdo por I.16.

Finalmente, el teorema I11.24 afirma que:
Los segmentos circulares semejantes que estdn sobre rectas iguales son iguales
entre si.

La demostracién es la siguiente:

Estén, pues, sobre las rectas iguales AB, T'A los segmentos circulares semejantes
AEB, T'ZA.
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Digo que el segmento AEB es igual al segmento I'ZA.

DPues si se aplica el segmento AEB al (segmento) I'ZA y se pone el punto A sobre el
punto I' y la recta AB sobre la (recta) I'A, el punto B coincidird también con el pun-
to A por ser igual AB a I'A; y habiendo coincidido AB con I'A coincidird también el
segmento AEB con el (segmento) I'ZA. Porque si la recta AB coincide con la (recta)
T'A pero el segmento AEB no coincide con el (segmento) I'ZA, o bien caerd dentro
de €l o fuera; o se desviard como el (segmento) 'HA, y un circulo cortard a otro
circulo en mds de dos puntos: lo cual es imposible [I11, 10]. Por tanto, no es posible
que coincidiendo la recta AB con la recta I'A no coincida también el segmento AEB
con el segmento I'ZA; luego coincidird con él y serd igual a él.

Por consiguiente, segmentos circulares semejantes que estdn sobre rectas iguales
son iguales entre si. Q. E. D.

Al igual que en los dos casos examinados, el punto de partida consiste en
respaldar diagramdticamente las premisas de coincidencia, a saber: aplicar o hacer
coincidir el segmento AEB con el I'ZA, el punto A con el T' y la recta AB con
I'A. Al igual que en los casos de 1.4 y 1.8 podria catalogarse el aporte diagramati-
co (en la cooperacién heterogénea) como contribuyendo a especificar, de modo
inferencialmente relevante, una posibilidad particular de la superposicién como
operacién abstracta, capaz de respaldar el condicional relevante (primera etapa).
La conclusién que afirma la coincidencia de B con A, como en los casos anterio-
res, requiere sumar a las premisas de coincidencia, la de igualdad: en este caso,
AB es igual a I'A. Asi mismo: ni premisas de coincidencia, ni premisa de igualdad,
aisladamente, permiten resolver el desafio. Esta es la segunda etapa. De nuevo,
para demostrar la coincidencia del segmento AEB con el I'ZA, no basta la coin-
cidencia de AB con T'A ni la igualdad es suficiente. El problema es solucionado
con el mismo expediente, a saber: demostracién por reduccién al absurdo. Si no
coincidieran los segmentos, AEB caerd dentro o fuera de I'ZA o se desviard como
el segmento 'HA.’

Las dos primeras alternativas son eliminadas por III.23 y la tercera por
I11.10. Esta divisién establecida por Heath precisa cémo opera la refutaciéon de

9 Revlel Netz (1999: 189 y ss) llama la atencién sobre apelar al diagrama en relacién con la defi-

nicién del espacio 16gico.
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las consecuencias de la hipétesis del absurdo; en el texto de la demostracidn, se in-
trodujeron dos modificaciones al original, siguiendo a este autor, para beneficiar
la comprensién del desarrollo de la prueba. Dado este formato de la reduccién
al absurdo y el papel protagénico de II1.10 y II1.23, las observaciones destinadas
a sus respectivas pruebas permiten apreciar con claridad meridiana cémo nueva-
mente la apelacion a aquella estrategia demostrativa cumple un papel andlogo a
los casos anteriores. Como se me ha sugerido, existe una suerte de in crescendo
en la complejidad de las demostraciones por el absurdo movilizadas en cada caso
de la aplicacién del método, pero este rasgo no altera la identidad de la funcién
cumplida. En todos los casos, aquella estrategia funciona como el balance impres-
cindible para lograr la conclusion de coincidencia.

Debido a que las tres alternativas son absurdas, la demostracién culmina afir-
mando la coincidencia de los segmentos circulares semejantes (tercera etapa). Fi-
nalmente, sélo resta la aplicacién de NC4 a aquella premisa de coincidencia para
obtener la igualdad requerida por el teorema: AEB es igual a I'ZA (cuarta etapa).

4

Una observacién relevante acerca del método de superposicion en Euclides es que
quizd pueda interpretarse desde dos perspectivas distintas (aunque fuertemente
relacionadas).’® Como se ha hecho aqui, desde un dngulo inferencial, procurando
discernir cémo contribuye singularmente a la economia deductiva de la demos-
tracién euclidiana. Mds concretamente: cdmo opera en términos inferenciales.
Pero también resulta relevante examinarlo desde otro dngulo: cémo opera en
términos constructivos. En este accionar constructivo, quiza podrl’a aproximarse a
un tipo o modalidad de recurso protagénico en la dindmica euclidiana, a saber:
los postulados. En particular, permitiendo una operacién diagramdtica andloga a
las que habilitan los tres primeros postulados. Estos afirman:

1. Postilese el trazar una linea recta desde un punto cualquiera hasta un
punto cualquiera.
2. Y el prolongar continuamente una recta finita en linea recta.

10 Debo esta aguda observacién a una evaluacién anénima.
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3. Y el describir un circulo con cualquier centro y distancia.

En un sentido muy natural, el recurso a la superposicién habilita operaciones
diagramadticas tales como aplicar o superponer una figura sobre otra. Esta con-
tribucién constructiva aparece como caracteristica definitoria de los postulados.
Proclo escribe:

Sin embargo, asi como un problema difiere de un teorema, un postulado difiere de
un axioma, aunque ambos no estén demostrados; uno se asume porque es fécil de
construir, el otro se acepta porque es ficil de conocer. Esta es la base sobre la cual
Geminus distingue postulado de axioma. (Proclus, 1970: 142)

No obstante, la licencia que este supuesto postulado (implicito) autoriza-
ria exhibe una notoria peculiaridad si se lo compara con los antes citados: la
construccion diagramdtica envuelta en el método de superposicién no ocurre en
forma graficamente explicita, es decir, no existe ningtin esfuerzo expresivo gra-
fico por captar ni el resultado, ni el proceso de superposicién. Dadas las dos
figuras, la intervencién lingiiistica es la responsable de promover la operacién de
superposicién. Aunque no es comunicada a través de una modificacién grifica
del diagrama, su contenido obviamente es visual. Como se dijo antes, se trata
de una operacién abstracta o mental. Pero mds relevante, aquella licencia exhibe
otra singularidad: como su estudio detallado revela, su implementacién entreteje
en forma original las dos dindmicas (constructiva e inferencial), haciendo dificil
predicar la facilidad (referida por Proclo) de la aludida construccién. Dicho en
forma directa: la coincidencia es laboriosamente establecida.

La consecuencia sobresaliente de introducir esta discusién, sin embargo, no
es laudar una respuesta categérica sobre la proximidad del permiso dado por el
método con un postulado; su aporte consiste en realzar la dimensién constructiva
de esta estrategia demostrativa y refinar asi su descripcién, captando la combina-
cién original de aquellas dos dindmicas. Luego, la secuencia de implementacién
del método de superposicién (discutida antes de manera detallada) podria des-
cribirse como una operacién constructiva-inferencial, que culminaria con una o
mids conclusiones de coincidencia estelares, seguida de una operacién netamente
inferencial (que involucra a la NC4).
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NC4 interviene asi en el paso final de un sofisticado proceso. Dicha no-
cién, como se recuerda, pertenece a la lista de cinco nociones comunes que (si-
guiendo a Heiberg) se atribuyen a Euclides:

NC1) Las cosas iguales a una misma cosa son también iguales entre si.
NC2) Y si se anaden cosas iguales a cosas iguales, los totales son iguales.
NC3) Y si de cosas iguales se quitan cosas iguales, los restos son iguales.
NC4) Y las cosas que coinciden entre si son iguales entre si.

NC5) Y el todo es mayor que la parte.

En una reciente y notable contribucién, Vincenzo de Risi ofrece poderosas
razones para considerar que NC4 (asi como NC5) no pertenece al conjunto ori-
ginal de las nociones comunes euclidianas, perseverando creativamente en una
interpretacién que cuenta con ilustres defensores; asi, por ejemplo, Paul Tannery
escribe (siendo 7 y 8, precisamente, las correspondientes a 4 y 5 de la lista ante-
rior): “Las tres primeras nociones comunes fueron las inicas reconocidas por He-
ron, y este hecho, a pesar del apoyo que Proclo presta a las nociones 7-8, socava
singularmente la autoridad de todas las demds” (1912: 52).

Pero, més relevante para los fines de este trabajo, para de Risi NC4-NC5 (a
diferencia de NC1-NC3) poseen una suerte de caracterizacién estructural com-
partida, en virtud de desempenfar un papel andlogo:

Esta nocién comun, que establece que las figuras congruentes son iguales, se usa
para pasar de la superposicién a la igualdad de contenido: la superposicion se da
intuitivamente, la igualdad debe establecerse proposicionalmente. En este sentido,
NC4 juega el mismo papel epistémico que NC5 en tanto permite pasar de un pro-
cedimiento visual no proposicional (superposicién y coincidencia) a un enunciado

proposicional sobre propiedades exactas (igualdad). (De Risi, 2020)

Se podria decir que NC4 constituye una suerte de puente entre dos mun-
dos: el del medio expresivo y el de las relaciones matemdticas relevantes. Coin-
cidencia pertenece al primero; igualdad, al segundo. El cardcter profundamente
heterogéneo del método de superposicién (como se describe aqui) se encuentra
en perfecta concordancia con este rasgo estructural de NC4. Podria pensarse que
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ese rasgo estructural de la nocién comun ilustra o refleja la naturaleza profunda
del método, como aqui lo interpreto. En tal sentido, no debiera sorprender que
la elucidacién detallada de sus diversas implementaciones contribuye a iluminar
una cuestién relevante referida a la caracteristica l6gica de NC4.

Pareciera existir una coincidencia muy amplia en relacién con la asuncién
implicita, por parte de Euclides, de la conversa de NC4. Es decir, NC4 deberia

leerse, mds que como condicional, como equivalencia. Heath escribe:

Sobre la Nocién Comun 4, Tannery observa que tiene un cardcter indiscutible-
mente geométrico y, por lo tanto, deberfa haber sido excluida de las Nociones
Comunes; de nuevo, es dificil ver por qué no va acomparnada de su conversa, en todo
caso para las lineas rectas (y, podria afiadirse, también para los dngulos), de la que
Euclides hace uso en I.4. (Heath, 1908: 225, énfasis mio)

Asimismo de Risi, quien argumenta en contra de la autenticidad de NC4,
también parece inclinarse en ese sentido."

En estas proposiciones, Euclides no hace referencia explicita a NC4 en la forma
en que lo conocemos, sino que emplea diferentes expresiones para transmitir la idea
de que las figuras coincidentes son iguales. En Elementos 1.4, Euclides simplemente
afirma, de paso, que “la base BC coincidird con la base EF y serd igual a ella”, y
esta oracién no parece una inferencia de un principio general sobre congruencia e
igualdad. En la misma proposicién Euclides también asume tdcitamente, del mis-
mo modo, las proposiciones inversas de que, si dos dngulos o dos segmentos son
iguales, coincidirdn al superponerse: “el punto B coincidird también con E, porque
AB es igual a DE”; y “la recta AC también coincidird con DE porque el dngulo
BAC es igual al dngulo EDF”. Sin embargo, estos dos principios no se expresan
como nociones comunes en los Elementos y la uniformidad del lenguaje en los tres

11 Pueden citarse ademds a Hartshorne (2000: 34), Jeremy Gray (2015: 66) y, por supuesto, Tan-
nery (1912: 53-54). Cabe acotar que la formulacién de NC4 no es la misma en todos los auto-
res, por ello es necesario establecer algunas salvedades. En particular, como de hecho ocurre, si se
formula la nocién en términos mds bien potenciales (si son iguales, podrian hacerse coincidir),

entonces la relacidon entre ambos conceptos debe revisarse.
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casos sugiere fuertemente una interpretacién epistemoldgica uniforme: Euclides no
estaba empleando aqui ninguna inferencia a partir de axiomas y mds bien respaldé
un enfoque no axiomdtico de la relacién entre congruencia e igualdad, moviéndose

libremente entre las dos nociones. (De Risi, 2020, énfasis mio)

Si se entiende NC4 como se formula en la cita, parece evidente, a la luz del
andlisis de los tres casos examinados, que Euclides nunca usa la conversa de NC4.
La demostracién de la coincidencia reclama, ademds de la premisa de igualdad,
alguna premisa de coincidencia; no hay pues un pasaje expedito, inmediato, di-
recto desde igualdad a coincidencia. En ese sentido, Euclides no parece moverse
libremente en las dos direcciones. Por supuesto, si hay un transito expedito, direc-
to (en los tres casos estudiados) de coincidencia a igualdad. Ese movimiento es
autorizado en forma rigurosa y precisa por NC4."

]

La importancia del método de superposicién en la arquitectura de los Elementos
es indiscutible; en palabras de Heath: “Pero viendo cudnto de los Elementos de-
pende de 1.4, directa o indirectamente, dificilmente se puede considerar que el
método tenga, en Euclides, sélo una importancia subordinada; por el contrario,
es fundamental” (1908: 225).

Ahora bien, dadas las criticas modernas y las estrategias posteriores de su
eliminacién via axiomdtica, puede emerger una legitima inquietud: ;es norma-
tivamente fiable este método? La estabilidad de los resultados obtenidos en el
contexto euclidiano sugiere una respuesta positiva.

Hartshorne, luego de apuntar que el método implica la posibilidad de trasla-
dar figuras de una ubicacién a otra en el plano sin alterar lados y dngulos, expone
una respuesta conocida. En primer lugar, se debe precisar tales asunciones a través

12 Es posible afirmar que se desprenden otras consecuencias de este parecer en relacién con la
estructura légica de NC4 (es decir, su cardcter preciso de condicional), en especial respecto a la
evaluacién de algunas argumentaciones destinadas a descartar, como motivacion para su intro-
duccidn, al igual que en otros casos de nociones comunes, la identificacién de “gaps” o “vacios

inferenciales” a ser superados. Sin embargo, esta cuestién excede el objetivo del articulo.
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de una caracterizacién de movimiento rigido. Este se entenderfa como una trans-
formacién uno a uno de los puntos del plano en si mismo que preserva rectas y
lleva de segmentos y dngulos a segmentos y dngulos congruentes. Para captar el
método de superposicién se debe asumir la posibilidad de traslaciones, rotaciones
y simetrias. Asi, ejemplifica Hartshorne, puede definirse una traslacién desde el
punto <0, 0> a <a, b> por

x'=x+a

y'=y+b

y una rotacién del dngulo a alrededor del origen por
x’= xcost — ysenal
y’'= xsen + ycoso

El autor arriba a la siguiente conclusién:

[...] podemos justificar ficilmente el uso del método de superposicién en el plano
cartesiano real, pero ya que no hay coordenadas ni nimeros reales en la geometria
de Euclides, debemos considerar su uso del método de superposicién como un

postulado o axioma adicional no declarado. (Hartshorne, 2000: 34)

:Es esta una respuesta a la cuestién inicial? Si y no. La diferencia entre la cues-
tién planteada y el problema atendido por Hartshorne es que su preocupacién
reside en la posibilidad de legitimar (con recursos mds recientes) las operaciones
respaldadas en principio por el método original. El punto relativamente disimu-
lado en tal estrategia es que, entre una y otra versién del procedimiento, hay un
decisivo momento intermedio: el de la precisién o elucidacién de la practica me-
todoldgica original. Dicho de otro modo: si se entiende el método de superposi-
cién euclidiano en los términos de Hartshorne, es decir, luego de su operacién de
precisién o refinamiento, la legitimidad se encuentra fuera de discusién." Pero, 5y

13 Adviértase que una observacién andloga cabria hacer respecto de, por ejemplo, el tratamiento

hilbertiano de la geometria plana. La cuestién de la legitimidad del método de superposicién en
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el método original, de naturaleza heterogénea e insito en una préctica matemadtica
que, obviamente, no cuenta con los recursos de control inferencial usados en la
respuesta de Hartshorne? La cuestién de comprender el éxito y estabilidad de la
geometria euclidiana en sus términos originales ha sido explicitamente propues-
ta y abordada por Manders (1996, 2008a y 2008b). Sugiero que la descripcién
ofrecida del método de superposicién podria alentar un tratamiento particular, si
aceptamos el reto de develar sus criterios normativos especificos. Espero enfrentar
tal problema en un trabajo futuro.
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